Exercice BAC 2023 Asie - Ex 3
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Soit k& un réel strictement positif.
Le but de cet exercice est de déterminer le nombre de solutions de I'équation

In(x) = kx
de parametre k.

1. Conjectures graphiques :

On a représenté, ci-dessous, dans un repére orthogonal, la courbe d’équation y = In(z), la droite
d’équation y = z ainsi que la droite d’équation y = 0, 2x :
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A partir du graphique ci-dessus, conjecturer le nombre de solutions de I'équation In(z) = kz pour
k =1 puis pour k = 0, 2.

2. Etudeducas k =1:
On considére la fonction f, définie et dérivable sur |0 ; +oo], par:

f(z) =In(x) — .

On note f’ la fonction dérivée de la fonction f.

(a) Calculer f'(x).
(b) Etudier le sens de variation de la fonction f sur 10; 4o0].

Dresser le tableau des variations de la fonction f en y faisant figurer la valeur exacte des ex-
tremums s’il y en a.

Les limites aux bornes de l'intervalle de définition ne sont pas attendues.
(c) En déduire le nombre de solutions de I'équation In(z) = z.
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3. Etude du cas général :
k est un nombre réel strictement positif.
On consideére la fonction g définie sur |0 ; +oo] par:

1
z 10 k +00

. , 1 . , .
(a) Donner, en fonction du signe de g <E> le nombre de solutions de I'équation g(z) = 0.

1
(b) Calculer g (E) en fonction du réel k.

k

(d) Déterminer I'ensemble des valeurs de k pour lesquelles I'équation In(x) = kx posséde exacte-
ment deux solutions.

1 . R
(c) Montrer que ¢ (—) > ( équivaut a In(k) < —1.

(e) Donner, selon les valeurs de k, le nombre de solutions de I'équation In(x) = kz.
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