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Exercice 1 7 points

Partie A X suit la loi binomiale B(20; 0,2) et Y =5X — 2.

2 2 20 x 1
1) P(X =2)= ( 20) x 0,22 x 0,818 et < 20> _ 2 ; ) 190, donc P(X = 2) = 190 x 0,22 x 0,8'8 :

réponse b.

(A la calculatrice, P(X =2) =~ 0,137, la proposition f., 0,206, est une valeur approchée de P(X <

2).)
2) V(X)=np(l—p)=20x0.2x o,8=3,2:

(Attention : /3,2 est I'écart-type o(X), pas la variance.)

3) E(X) =np=20x 0,2 = 4. Par linéarité de 'espérance, E(Y) =5 F(X) —2=5x4—2=18:

réponse d.

4) X ne prend que des valeurs entieres, donc {3 < X < 7} = {X < 7} privéde {X < 2}:

PB<X<T)=PX<T7)-P(X<2):
(La proposition a. retire aussi P(X = 3); la proposition e. garde P(X = 2).)
5) V(aX +b) = a2 V(X),donc V(Y) =52 x V(X) = 25 x 3,2 = 80

PartieB g(z) = 23 — 622 + 1 sur R.

1 \
1) Pour z # 0, g(x) = <1 — g + ;) Or lim 23 = 4o et la parenthése tend vers 1, donc

T——+00
lim g(z)= +o0:|réponseb.
Tr—r+00

2) ¢'(x) = 322 — 12z et ¢"(x) = 62—12. ¢” s'annule en changeant de signe en = = 2 (négative avant,
positive aprés) : la courbe admet un point d’inflexion d'abscisse 2, et g(2) =8 — 24 + 1 = —15.

Le point d’inflexion est C(2; —15) :

Terminale - Spécialité Mathématiques Ol | O

Voir le sujet

E scanner ou cliquer



HTTPS://GALILEE.AC/S/9839

A Loi binomiale, suites et convexité - Sujet 44 - Corrigé

malilee.ac

Exercice 2 12 points
Partie A

1) D'apres I'énoncé : P(M) = 0,04, Py (T) = 0,75 et Py;(T) = 0,85, donc Py;(T) = 0,15.

M
0,04 \ _
/ 0,25 T
\(Lg6\ 0.15 T

M

A

S

0,85

2) a. P(MNT)=P(M)x Py(T)=0,04x0,75=]0,03]
b. M et M forment une partition de l'univers. D’aprés la formule des probabilités totales :
P(T)=P(MNT)+P(MNT)=0,03+0,96 x 0,15 = 0,03 + 0,144 = | 0,174 |.

3) Oncherche Pr(M):
_P(MNT) 003 5 _
Pr(M) = P(T) 0174 29 017}

Une truite au test positif n‘est porteuse de la maladie que dans environ 17 % des cas.

Partie B

1) On répéte 10 fois, de fagon identique et indépendante (tirages assimilés a des tirages avec re-
mise), une épreuve de Bernoulli dont le succes «le test est positif » a pour probabilité p = P(T') =
0,174. X compte le nombre de succes, donc X suit la loi binomiale

|B(n=10;p=0,174)}.

2) E(X)=np=10x0,174 = | 1,74},
Sur un grand nombre de séries de 10 truites testées, il y a en moyenne 1,74 truite au test positif
par série.

1
3) P(X=2)= (20) x 0,174% x 0,826% = 45 x 0,174% x 0,826% ~ (0,295 |.

4) On passe par I'événement contraire :

P(X>2)=1-P(X=0)-P(X=1)=1-0,826" — 10 x 0,174 x 0,826’
~1-0,1478 — 0,3114 ~ | 0,541 |.
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5) A la calculatrice (fonction de répartition de la loi binomiale) : P(X < 3) ~[0,920].
(Détail : P(X <3) = P(X =0)+P(X = 1) + P(X = 2) + P(X = 3) ~ 0,1478 + 0,3114 +
0,2952 + 0,1658.)

PartieC

1) Notons C le co(t par truite testée.
+ C = 15 quand le test est positif (la truite est soignée) : P(C = 15) = P(T) = 0,174.

* C = 150 quand la truite est malade et non dépistée : P(C = 150) = P(M NT) = 0,04 x
0,25 = 0,01.

« C =0sinon: P(C =0)=1-0,174—0,01 = 0,816 (truite saine au test négatif : 0,96 x 0,85 =
0,816).

Codt (en euros) 0 15 150
Probabilité 0,816 | 0,174 | 0,01

Vérification : 0,816 + 0,174 4+ 0,01 = 1.

2) E(C) =0x 0,816+ 15 x 0,174+ 150 x 0,01 = 2,61 + 1,5 =| 4,11 euros |

3) Pour 200 truites, le codt moyen a prévoir est 200 x 4,11 = [ 822 euros]|.

Exercice 3 12 points
3+ 4x 4
Partie A = sur | ——; .
1@ =115 ] 3’+°°[
4 16 7 4 . N
1) En——. lim (3+4x)=3— — =——-et,pourz > ——,4+4 3z >0avec lim (4+3z)=0".Par
3 z——3 3 3 3 z——%
quotient :
lim f(z)= .
Jim, (@)
x>—%
s . 4 . .
La droite d’équation |z = —3 est asymptote verticale a la courbe.
z(2+4) 344 4
En +o0o. Pourz > 0, f(z) = —=% =Z ,donc| lim f(z)==|
f(z) :E(%—I-?)) %_{_3 :c—>+oof() 3
. . . 4 . .
La droite d’équation |y = 3 est asymptote horizontale a la courbe en +oc.

2) f estun quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas sur l'intervalle.
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Avec u(x) =3+ 4z, v(zx) =4+ 3z :

o A(A43x)—3B3+4w) 164120 -9—120 7
fla) = (4+ 32)2 T (@+s0)? @+so)?

4 - - 4
Pour tout & > —=, f'(x) > 0: f est | strictement croissante | sur] —5 i +oo [

x —% 400

f'(x) +
4
3

f /

— 00
Partie B
3+4x%x3 15
1 =f(3)= —— =| — |~ 1,154.
Yu=f0) =5 3= 3|7

2) Pour tout entier naturel n, notons P(n) : « 1 < upyq1 < uy < 30,
e e . 15 .
Initialisation. ug = 3 et uy = & ~ 1,154, donc 1 < u; < up < 3:P(0) est vraie.
Hérédité. Soit k un entier naturel tel que P (k) est vraie. Les nombres 1, uy 1, ux, 3 appartiennent

R 4 . . .
afl; 3] c ] —3 400 [ ou f est strictement croissante :

I <uprr <up <3 <= f(1) < flugs1) < flug) < f(3) (f strictement croissante)

15
= IS g <upp S 3 (f)=%=1f3)=13)
— 1 < Upyo < Upsy <3 (car £2 < 3)

P(k + 1) est donc vraie.
Conclusion. P(0) est vraie et la propriété est héréditaire : pour tout n € N,

1<un+1<un<3‘.

3) D'aprés la question précédente, la suite (u,,) est décroissante (u,+1 < u,) €t minorée par 1.
D’aprés le théoréme de convergence monotone, la suite (u, ) | converge | (vers une limite ¢ > 1).

Up — 1
Up + 1

PartieC v, =
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. 1)—2 2
1) SoﬂneN.Commeun>0,un+17é0etvn:M:l—

1 < 1,donc1 —w, #0.

Up +1 Up,
Up — 1
vn:un+1 = vy (up+1)=u, -1
= UplUp — Uy = —1— v,
= up (1 —wv) =1+,
1
= U, = + Un (car1 —wv, #0)
1—w,
1+,
Donc pourtoutn € N, |u, = — |
1—v,

2) Pour tout n € N, on réduit au méme dénominateur 4 + 3u,, :

3+ 4duy — (4+3up)  up—1

1= —

tntl 4+ 3u, 4+ 3uy,

1 3+4du, +4+3u,  T(up+1)

U = = .

a 4 + 3uy, 4+ 3uy,

Donc

y 1:unﬂ—l:un—lx4—}—3un :lxun—lzlv
T 1+ 1 A4 3u, | Tup+1) T up+1 "

_l’_

. . - . 1 . 3—-1 1
La suite (v, ) est géométrique de raison | g = = de premier terme vy = 301 = .

3) Pourtoutn e N, |v, = % X <1) , puis

7
1+1x(3)" . - 2x T +1
Uy = - % (%)n soit, en multipliant par2 x 7" : Un =5 = 1 |
3 15
Vérification: ug = - =3 etu; = —.
= T3
1 . 1\" . .
4) Comme -1< -<1, lim (=] =0,donc lim v, =0.Parquotient:
7 n—+oo \ 7 n——+o0
. 1+0
JJm =g =l
(On retrouve bien une limite ¢ > 1, solution de f(¢) = ¢.)
Exercice 4 9 points

Partie A — Détermination des paramétres

1) \ Laffirmation est vraie. \Sur le graphique, prés de A, la courbe est située sous sa tangente (AB)
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et « tourne vers le bas » : f est concave au voisinage de 0 (et jusqu'au maximum, vers z = 6).
Pour les grandes valeurs de x (au-dela de 12 environ), la courbe décroit en s’aplatissant vers
I'axe des abscisses et se retrouve au-dessus de ses tangentes : f y est convexe. La convexité
change donc au moins une fois : ¢y admet au moins un point d'inflexion (entre z = 6 et z = 12
environ).

2) A(0; —12) € ¢y, donc .

17(0) est le coefficient directeur de la tangente en A, c'est-a-dire de la droite (AB) :

s YB—ya _ 0—(=12)
f(o)_a:B—:UA_ 2-0 _@'

3) f=uxwvavecu(z) =22 — b/ (z) = 2z, v(z) = %, v/ (x) = ae® :

f(z) =22e" + (2% — b) ae™, soit |f(z)= (az®+ 2z — ab)e™®|

4) £(0) = (0—b)e" = —bet f(0) = —12,donc[b = 12]
f'(0) = (0+0—ab)e® = —ab = —12a et f'(0) = 6, donc —12a = 6, soit[a = —0,5|

Ainsi f(z) = (2 — 12) e"*7 : c'est la fonction ¢ de la partie B, restreinte a [0; 30].

Partie B - Etude d'une fonction g(z) = (2?2 — 12) e 0.

1) lim (x2 —12) = +oo et,comme lim (—0,5z) = +oo et _lim e® = 400, par composition
T——00 T—+—00 X—+o0

lim e %%% = 4-00. Par produit :
T——00
lim g(x) = +oo|
T—>—00
2) g=uxvavecu(z) = x> — 12,u'(z) = 2z, v(x) = ¢~ %%,/ (z) = 0,570 :

g'(z) =22e " — 0,5 (22 — 12) e %% = (22 — 0,527 + 6) e 7% = (—0,52% 4 2z + 6) e 7"

Comme e~ %% > 0, ¢/(z) a le signe du trindme —0,522 + 2z + 6 :
. —2—-4 —2+4
A=22—-4x(-05)x6=4+ 12 = 16, racines r; = Rl

Le coefficient de =2 est négatif : le trindbme est positif entre les racines, négatif a I'extérieur.
g(—2)=(4—12)el = —8e~ —21,75 et g(6) = (36 —12)e 3 =24e73 ~ 1,19.

x —00 -2 6 “+00
g (z) — 0 + 0 -
+00 24e3
g \ / \
—8e 0

3) Commee %% >0:g(x) =0 = 22 -12=0 < 2= —2V30ux = 2V3.

Sur [0; 12], la seule solution est o = 2+/3, d'ou .

(Contrdle a la calculatrice : g(3,46) ~ —0,005 < 0 et ¢(3,47) ~ 0,007 > 0.)
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Partie C — Application économique

1) g(15) = (225 — 12)e 7% = 213e~ " ~ 0,1178 centaine de milliers d'objets, soit environ 11 781
objets.

Au millier prés, la demande est de | 12 000 objets | pour un prix unitaire de 15 euros.

2) ¢'(15) = (—0,5 x 225+ 30 +6) e~ "% = —76,5¢~ ", donc

! —-7,5

J(15) 76,57 11475 765

B5) =2 1= T00C T g5 TR0 0 [T 30
(15) =" (15) 213675 213 142 :

Interprétation : lorsque le prix unitaire est de 15 euros, une augmentation de 1 % du prix entraine
une baisse de la demande d’environ 5,39 %.
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