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Exercice 1 — Conjecturer a la machine, prouver a la main 6 points
1) Pourk =1,2=10: f(10) = %9 = 3,625. Pour k = 2,2 = 100 : f(100) = % ~ 3,051.
Le programme affiche donc puis [100 3.0510204081632653] (soit 3,051 au
milliéme).

2) Les valeurs 3,625; 3,051; 3,005; ... se rapprochent de 3 : on conjecture que | lim f(z) = 3|

T—r+00

3) Pour x # 0 et = # 2, on factorise le numérateur et le dénominateur par z :

f(x)_'r(g_E) _

_ _3-s
s1=3) 1

1 2 , , .
Lorsque x tend vers +oo, — et — tendent vers 0, donc le numérateur tend vers 3 et le dénomina-
xT X

teur vers 1. Par quotient,| lim f(x) = 3|: la conjecture est démontrée.

T—+00

La courbe représentative de f admet‘ une asymptote horizontale d’équation y = 3 |en +cc.

4) Il faut remplacer la ligne x = 10%xk par \x = 2 + 10%*x(-k) \ (on peut aussi écrire x = 2 +
0. 1kx*k).
9,3 5,03
P =1:f(21) = == = 53; = 2: f(2,01) = =
our k f(2,1) 0.1 53; pour k f(2,01) 0.01
[2.1 53.0]puis|2.01 503.0](aux arrondis machine prés), puis 5003, 50 003, ...

= 503. Le programme affiche

5) Lorsque z tend vers 2 avec x > 2 : le numérateur 3z — 1 tend vers 5 > 0; le dénominateur = — 2

tend vers 0 en restant strictement positif. Par quotient, lim2 f(z) =40
Tr—r

z>2

La courbe représentative de f admet‘ une asymptote verticale d'équation z = 2 ‘

6) Lorsque z tend vers 2 avec x < 2, le numérateur tend toujours vers 5 > 0 mais le dénominateur

x — 2 tend vers 0 en restant strictement négatif. Par quotient, lin12 f(z) = —o0|
T—
<2

Exercice 2 — Quatre limites 4 points

) 1

1) Pourz # 0,223 — 522 + 1 = 23 (2 -4+ 3>. Lorsque x tend vers +oo, 23 tend vers +oo et
X X

la parenthése tend vers 2 — 0+ 0 = 2 > 0. Par produit, | lim (22° — 52 4+ 1) = +oo|. Pas

T—r+00

d’asymptote.

. . 1
2) Lorsque z tend vers 0 avec = > 0, /z tend vers 0 en restant strictement positif, donc — tend

Jz

1 1
vers +oo et 4 — — tend vers —oo ;| lim <4 — ) = —00|

\/«% z—0 \/E

>0
La courbe admet ‘ une asymptote verticale d'équation z = 0 ‘ ('axe des ordonnées).

3) Lorsque z tend vers —oo, 22 tend vers +oo et e® tend vers 0 (limite de référence), donc 3 e® tend
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vers 0. Par somme,| lim (z?+3e”) = +oo | Pas d'asymptote.

T——00
sz+2 2224+ %) 2+ 5 .
4) Pour z # 0, §+ = (; "f) = 2 2 Lorsque z tend vers +oo, le numérateur tend vers
2+1 22(1+ %) 1+%
5r + 2 -

0 et le dénominateur vers 1 : 0l

im — =
z—+oo x4 + 1

('axe des abscisses) en +oo.

La courbe admet ‘ une asymptote horizontale d'équation y = 0

Exercice 3 — La jardiniere 5,5 points

1) Le volume d’'un pavé droit a base carrée de c6té x et de hauteur h est 22h. Donc z2h = 13500,

13500
—

Soit| h =

€T
Laire de bois est celle du fond (un carré de c6té z) et des quatre faces latérales (des rectangles
de cOtés x et h) :

13500 54000
S(x) = 2® + 4xh = 2* + 4o x 5 =|z? + )
x T
54000

2) En 0 : lorsque = tend vers 0 avec = > 0, x> tend vers 0 et ——— tend vers +oo, donc
T

lir% S(x) = +o0o|. Une jardiniére trés étroite doit étre trés haute pour contenir 13,5 L : ses faces
T—
>0

latérales demandent énormément de bois.

En +oc : 22 tend vers +oo et tend vers 0, donc lirf S(x) = 400 | Une jardiniére tres
T—+00

large a un fond immense, méme si elle est trés basse.

3) Pourz > 0,22 > 0et2 > 0:5(x) ale signe de 3 — 27 000. Or
2® — 27000 > 0 < 2% >27000 < z>30

car la fonction cube est strictement croissante sur R et 30° = 27 000. Donc S’(z) < 0sur]0; 30],
S'(30) =0et S’ (xz) > 0sur]30; +oo.

54 000
S(30) =900 + 30 900 + 1800 = 2700.

x 0 30 +00
S'(x) - 0 +
+o00 +0oo
S \ /
2700
13500

Le minimum de S est atteint pour x = 30; alors h = 900 = 15. La jardiniere la plus économe

mesure | 30 cm x 30 cm x 15 cm| et utilise | 2 700 cm? | de bois.

4) D’apreés le tableau de variations, 2920 > 2700 :
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+ sur ]0;30], S est continue, strictement décroissante, et prend toutes les valeurs de
[2700;4o00[ : I'équation S(z) = 2920 y admet une unique solution «;

* sur [30;+oc[, S est continue, strictement croissante, et prend toutes les valeurs de
[2700; +o0[ : I'équation y admet une unique solution £.

L'équation S(x) = 2920 admet donc | exactement deux solutions | sur ]0; +ocol.

5) Ala calculatrice (tableau de valeurs au pas de 0,1) :

S(22,2) ~ 29253 > 2920 et S§(223) ~ 29188 <2920 =  [222<a <223

S(39.3) ~2918,5 <2920 et S(394)~29229>2920 = 39,3 < <394

La plaque suffit lorsque S(z) < 2920, c'est-a-dire, d'apres le tableau de variations, lorsque o <
x < (3. Au millimétre pres, le c6té doit étre compris \ entre 22,3 cm et 39,3 cm \

Exercice 4 — Lire un tableau de variations 3 points

1) f(x) tend vers 2 lorsque x tend vers —oo : la courbe admet, en —cc,
‘ une asymptote horizontale d’équation y = 2 \ En +oo, f(z) tend vers +oo : pas d'asymptote.

2) On utilise le théoréme des valeurs intermédiaires sur chaque intervalle ou f est strictement
monotone.

* f(z) = 0:sur] — oo;1], f est strictement croissante et tend vers 2 en —cc, donc f(z) >
2 > 0 : aucune solution. Sur [1;4], f est continue, strictement décroissante de 5 a —1 et
0 € [—1;5] : une solution. Sur [4;+o0], f est continue, strictement croissante de —1 vers

+o00 : Une solution. Au total, | deux solutions .

* f(z) = 2:aucune solution sur | — oo ; 1] (on vient de voir que f(z) > 2); une solution sur
[1;4], c'estz = 2 puisque f(2) = 2; une solution sur [4; +oo], c'est x = 5 puisque f(5) = 2.
Au total, \ deux solutions : 2 et 5 \

* f(x) = 6:8ur] —oo;4], f(x) < 5 < 6:aucune solution. Sur [4;+o0], f est continue,
strictement croissante de —1 vers +oc et 6 > —1 : une solution. Au total, .

3) D’apres le tableau, f(x) > 2 sur| — oo; 1]. Sur [1;4], f est décroissante et f(2) = 2, donc f(z) <
2 < x> 2.Sur[4;+00|, f estcroissante et f(5) = 2,donc f(z) < 2 <= x < 5. Finalement,
‘f(x) <2 < zx¢€ [2;5]‘.

Exercice 5 — Une affirmation a examiner 1,5 point

Une asymptote horizontale décrit le comportement de la courbe a l'infini : rien n'empéche

la courbe de la traverser ailleurs. Un contre-exemple suffit.
—1 1 1 1 1

Soit f la fonction définie sur |0 ; +o0[ par f(x) = x—Q = — — —. Lorsque z tend vers +oo, — et —
T

€T T
tendent vers 0, donc f(x) tend vers 0 : la droite d'équation y = 0 est asymptote horizontale a la courbe
de f. Pourtant f(1) = 0: la courbe coupe son asymptote au point d'abscisse 1 (elle est en dessous
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pourz < 1,00z — 1 < 0, et au-dessus pour z > 1).
Bareme indicatif : 0,5 pour la réponse « faux » avec une idée de contre-exemple, 1,5 pour un contre-
exemple complet (limite justifiée et point d’intersection).

Bonus — Le moine et la montagne hors bareme

On repére I'heure ¢ en heures, ¢t € [6;18]. On note m(¢) I'altitude du moine a I'heure ¢ le jour de la
montée et d(t) son altitude a la méme heure le jour de la descente, et H l'altitude du sommet (celle
du pied vaut 0).

Le moine se déplace sans « sauter » : les fonctions m et d sont continues sur [6 ; 18], donc la fonction
© =m — dl'est aussi. Or

©(6) =m(6) —d(6)=0—H=-H<0 et ¢(18)=m(18)—d(18)=H —0=H > 0.

D'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un réel t, €]6; 18] tel que p(tp) = 0, c'est-a-
dire m(tg) = d(to) : al'heure ty, le moine est a la méme altitude les deux jours. Comme il suit le méme
sentier, cette altitude correspond au méme endroit du chemin :

‘ le moine est passé au méme endroit a la méme heure les deux jours ‘

Remarque : on peut aussi imaginer deux moines partant le méme jour, I'un du pied et I'autre du som-
met : ils se croisent forcément.
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