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Logarithme népérien - Sujet 1- Corrigé

Exercice 1 6 points

1) a :la courbe T passe par le point A(1;0).
Quand z se rapproche de 0 (par valeurs positives), la courbe I" « plonge » vers le bas sans
jamais remonter; quand z devient grand, elle monte de plus en plus lentement mais sans
se stabiliser. On conjecture :

lim Inz = —o0 et lim Inxz = +oo|
r—0+ T—+00

b. Comme lim Inx = —oo, la courbe I' admet une asymptote verticale :

z—0t

‘ I'axe des ordonnées, droite d'équation z = 0 ‘
Comme lim Inx = +oo, I' nadmet pas d'asymptote horizontale en +cc.

T—+00

2) a. Lafonction In est la fonction réciproque de la fonction exponentielle : pour tout réel = et
toutréel y > 0,
y=¢e" < z=Iny.

Ainsi, un point M (x ;y) appartient a ¢ si et seulement si le point M’(y;z) appartient a I'.
Or M’ est le symétrique de M par rapport a la droite A d’équation y = z (on échange les
deux coordonnées). Donc ‘ I' et € sont symétriques par rapport a A ‘

b. B est le point de ¢ d’abscisse 1: B(1;e!), soit| B(1;e) | Son symétrique par rapport a A

est| B'(e;1) | qui appartienta ' : donc [Ine = 1]

Sur le graphique, B’ est le point de T" d'ordonnée 1; son abscisse se lit entre 2,5 et 3 :
e~27]

3) a. Les solutions de Inz = —1 sont les abscisses des points de I dordonnée —1. On lit une
seule solution, z ~ 0,4.

Par le calcul : pour z > 0,Inz = —1 <= z=e"1.Donc|S = {e '}| (ete™! = - ~ 0,37,

cohérent avec la lecture).

b. Les solutions de e* = 3 sont les abscisses des points de ¥ d'ordonnée 3. On lit z ~ 1,1.

Parlecalcul:e* =3 <= 2z =1In3.Donc|S = {In3}| (etln3 ~ 1,1).

4) a. Onnote f(x) =Inx pourz > 0;alors f/'(z) = 1, donc f(1) =0et f/(1) = 1. Latangente T
x
en A a pour équation

y=FfW@-1)+f1)=1x(x-1)+0, soit [T:y=z—1]
Contréle : |la droite T' passe bien par A(1;0) et par le point (3;2), comme sur la figure.

b. Sur le graphique, la courbe I" est entierement située en dessous de sa tangente T (elle ne
la touche qu’au point A). On en déduit que, pour tout réel = > 0 :

ha<r1)
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Exercice 2 4 points

. .. e 1
Transformations d'écriture utilisées : In(ab) = Ina + In}b, ln% =Ilna—Inb, In— = —1Inq, In(a") =
a

1
nlna, In\/a = ilna, lne = 1.

*In6=In(2x3)=In2+1Imn3~0,69+ 1,10 =1,79.
*In8=1In(2%) =3In2~3x0,69=2,07.
. lnl——ln3~—110

3 D

*Inlb= ln; =In3—-In2~1,10— 0,69 = 0,41.

1 1,10
. ln\/§=§1n3%’7=0,55.

2
*Ing=m2-mm9=mn2—In (3%) =In2—2In3~ 0,69 — 2,20 = —1,51.

2
*In% =In(e) ~In3=2—In3~2-110=0,90.

* In(12¢) =In12+Ine=In (22 x3) + 1 =2In2+In3+ 1~ 1,38+ 1,10+ 1 = 3,48.

2 e’

1
x 6 8 3 1,5 1\/3 5 3 12¢
Inz In24+In3|3n2| —-In3|{In3—-In2 §ln3 In2—2In3[{2—-1n3{2n2+In3+1
valeur approchée 1,79 2,07 | —1,10 0,41 0,55 -1,51 0,90 3,48
Exercice 3 5,5 points

Partie A. Modeéle discret

. L 200 100
1) Toutes les 5 heures, la quantité est divisée par 2 : u; = - = 100 et ug = - = 50 (en mg).

Pour tout entier naturel n, u,11 = 3 uy, : la suite (u,) est| géométrique de raison % , de premier
terme uy = 200. Donc, pour tout n € N,

1 n
n=2 —| |
u 00><<2)

" " 10 . .
2) a. u, <10 < 200 x (—) <10 <« (—) < —— (on divise par 200 > 0), soit

200

b. La fonction In est strictement croissante sur ]0;+oco|, donc l'inéquation équivaut a
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In <( ) ) <ln 20" c'est-a-dire, avec In (¢") = nlngq:
1
2

In 20
<In— <<= —nln2<-1n20 < nln2>n20 < n)—?2 (car In2 > 0).
n

Comme 2¢ = 16 < 20 < 32 = 2° et que la fonction In est strictement croissante : In (24) <
In20 < In (2°), c’est-a-dire 4In2 < In20 < 51n 2. En divisant parn2 > 0:

In 20
4 < — .
< 02 <5

Contréle avec les données : 1n20 = In2 + 1In 10 ~ 2,99, et 'on abien 4In2 ~ 2,76 < 2,99 <
3,45 ~ 51n 2.

. . L. , . 1In20 . )
Le plus petit entier n supérieur ou égal a o (compris entre 4 et 5) est donc 5 :
(ug = 12,5 mg et us = 6,25 mg).

c. n = 5 correspond & 5 x 5 = 25 heures aprés 8 h, soit |9 h le lendemain matin | : selon ce
modeéle, la caféine du double expresso n'a plus d’effet sensible qu’'un peu plus de 24 heures
apres son absorption.

Partie B. Modéle continu

1) Au bout de 5 heures, la quantité initiale de 200 mg a été divisée par 2 :| Q(5) = 100 |
Or Q(5) = 200e~°*, donc :

1 1
200e %% =100 < e % = 5 = —5k:1n§
In2

— —bk=-In2 < k:? (k~0,14).

2) Pourt € [0;24]:
1
Qt) <25 <= 200e M <25 = e < 5
1
— —k:tglng <— —kt<-3In2 <= kt>3In2,

1 In2
en utilisant la croissance de lnetn o = —In8 = —In (2%) = —3In2. Avec k = % :

In2 .
kt >3In2 < %t}San < t>15 (ondivise par 22 > ).

Donc|Q(t) <25 «= t>15|

3) La quantité de caféine redescend a 25 mg au bout de 15 heures, soit a 8 + 15 = 23 h:
‘ la personne peut s’endormir sans géne a partir de 23 h ‘

NS 1 R .
Dans le modéle discret, ug = 200 x 3= 25 mg exactement 3 x 5 = 15 heures apres 8 h, soit

aussi a 23 h : | les deux modéles sont cohérents | (le modéle continu décrit en plus ce qui se
passe entre deux demi-vies).
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Exercice 4 4,5 points

1) a. Pourtoutréelz, e =7 < x=In7. |S={InT7}

b. 62’3_1:5<=>2x—1:1n5<=>:L‘=1+21n5. S={1+21n5}

c. Léquation est définie pour z > 0. Inz = —2 <= 2z = e 2, ete 2 > 0 convient.
S= {6_2}

d. Léquation est définiepourz > 0.2Inz =In9 < In(2?) =In9 < 2? =9 < 2z =3
ou x = —3. Seule la valeur = = 3 est strictement positive. |S = {3}
(On peut aussi écrireIn9 =In (3*) = 2In3, dotInz =In3 etz = 3.)

1
2) A=In(e’) —2In(y/e) =5 -2 x =5~ 1,donc[A = 4] (carIn (%) = a et /e = e!/2).
B =en3+ind _ gln3 y olnd — 354 donc|B = 12| (ouln3+1In4 = Inl12ete™12 = 12),

3) a. lim lnz = —oo,donc lim (—2Inz) = +oo et, par somme,| lim (3 —2Inz) = +o0|.
z—0t z—01 z—0t

b. lim Inz =4oo,donc lim (—2Inz) = —oo et, parsomme,| lim (3 —2Inz) = —oc0|

r——+00 r——+00 r——+00
. .1 ) 1 -
c. lim Inz = —cc et lim — = 4o00,donc lim | —— | = —oco. Par somme de deux limites
z—0t z—0+t T r—0t x

) . . 1
égalesa —oo:| lim (Inz— — | = —o0|.
z—0t x
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