A Suites et modeles d'évolution - Sujet 3 - Corrigé

malilee.ac

Exercice 1 2,5 points
1) ¢S, =q+¢*+---+¢" + ¢"'. En soustrayant, tous les termes de ¢ a ¢" s'éliminent :
Sn—qSn=(01+q+ - +q")—(q+ -+ +)=1-¢"""

OrS,—qS,=(1—q)S,etl—q+#0(carq+#1),donc

1— n+1
Sp=-—T |

n =

1—g¢q

2) Comme0<qg<1:| lim ¢"=0|
n—-+00

3) ¢"t! = ¢ x ¢" tend vers ¢ x 0 = 0, donc 1 — ¢"*! tend vers 1 et, en divisant par le nombre fixe

1—gq:
1
lim S, =——|
n—+o0o l—q
1 1 1 1 1 1 1 3
4) 14+-4+-4...+—=5,avecqg = - (et0 < = < 1). Sa limite est == ==
JItg+gt T3 =5 ¢=3E0<g<1) -1 272
Exercice 2 4 points

1) A chaque étape, |'aire ajoutée est le quart de la précédente : pour tout entier naturel n, 4,1 =

1 ) e ) 1 . 1\"
1 A,,.Lasuite (A,) est| géométrique de raison 1 et de premierterme Ay = 1,donc 4,, = <4>

1 1

. ) . . . . 1
2) S, est la somme des n + 1 premiers termes d’'une suite géométrique de raison ¢ = 1 et de
premier terme 1. D’apreés la formule de I'exercice 1:

n+1 n+1 n
P e € M e € 4(1_<1> >

Vérification : S1 = % (1 - > =

n—-+oo

1 , 1\ ] 4
3)0<Z<1donc lim 7 =0,dou| lim S, =-|

En ajoutant des triangles de plus en plus petits, on remplit tout le segment de parabole : Archi-

meéde en déduit que | I'aire du segment de parabole vaut 3 de l'aire du triangle ABC'|.

4 4 /1 n+1 R
4) L'écart vaut 3~ S, = 3 <4> , et il décroit avec n. A la calculatrice :

1

1
VE X — ~0,00033 < 1073.

- -3 _
~ 0,00130 > 10 et - — 55 = 16

3

4 4
X —
3
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Le plus petit entier cherché est : dés la cinquieme étape, I'aire obtenue est & moins d'un
millieme de I'aire du segment.

Exercice 3 9 points

Partie A — Le point M/

1) Au départ, M est a 100 de A; en une seconde il parcourt le dixieme de cette distance : z; =

100
04+ — =10.
* 10

Il reste alors 100 — 10 = 90 a parcourir; la seconde suivante, M avancede 9: x5 = 10 + 9 = 19.
(21 =10] |22 =19]

2) Aubout de n secondes, la distance qui sépare M de A est 100—x,,. Pendant la seconde suivante,
M en parcourt le dixieme :

Tn1 = 2 + 0,1 (100 — 2,) = 2, + 10 = 0,1y, SOt [2p41 =09, + 10

3) /1=09/+10 < 0,1/ =10 < (¢ =100. ¢ =100
(Si M était en A, il n'aurait plus rien a parcourir et resterait en A.)

4) Pour tout entier naturel n :

Uni1 = Tnp1 — 100 = 0,92, + 10 — 100 = 0,9 2, — 90 = 0,9 (2, — 100) = 0,9 v

La suite (v,) est ‘ géométrique de raison 0,9 L de premier terme vy = ¢ — 100 = —100 |

Donc v, = —100 x 0,9" et, comme z,, = vy, + 100 |z, = 100 — 100 x 0,9" |
Vérification : 21 = 100 — 90 = 10 et 25 = 100 — 81 = 19,

5) Pour tout entier naturel n :

Tnt1 — Ty = (100 — 100 x 0,9"1) — (100 — 100 x 0,9")
=100 x 0,9" — 100 x 0,9 x 0,9" = 100 x 0,9" x (1 —0,9) = 10 x 0,9" > 0.

Donc la suite (x,,) est : le point M avance toujours (de moins en moins vite).
6) 0<0,9<1ldonc lim 09" =0,dou lim 100 x 0,9" =0et| lim =, =100|

n—+00 n—-+00 n—-+00
Interprétation : la distance OM se rapproche autant qu'on veut de 100 = O A, mais z,, = 100 —
100 x 0,9™ < 100 pour tout . : le point M\ s'approche indéfiniment de A sans jamais l'atteindre \

Partie B — Le point V et le logarithme de Neper

1) N parcourt 10 unités par seconde : , suite ‘ arithmétique de raison 10 ‘ (et de premier
terme 0).

rp, = 100 — z,, = 100 — (100 — 100 x 0,9™), soit\rn =100 x 0,9" |:
suite ‘ géométrique de raison 0,9 L de premier terme 100.

2) ro =81,r3 =72,9,14 = 65,61, 75 = 59,049 ~ 59,05; y,, = 10n.
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n 0 1|2 3 4 5
| 100 | 90 | 81 | 72,9 | 65,61 | 59,05
yn | O | 10|20 | 30 40 50

3) Pour tous entiers naturels m et p :

Fan X 7 = 100 X 0,9™ x 100 x 0,97 = 100 x (100 x 0,9™P) = 100 X ;1.

Donc\rm x rp = 100 x rmﬂ,\. Avecm =2etp=3:ry xr3 =81 x 72,9 =5904,9 et 100 X r5 =
100 x 59,049 = 5904,9 : I'égalité est vérifiée.

Pendant ce temps, i + y3 = 20 + 30 = 50 = y5 : au produit 7o x r3 (divisé par 100) correspond
la somme y5 + y3 des logarithmes. ‘ Produit des r «+— somme des y‘

4) Pour multiplier deux grands nombres r, et r,, il suffit de lire dans la table leurs logarithmes v,
et y,, de les additionner, puis de lire dans la table le nombre r,,, qui correspond a la somme
(et de replacer le facteur 100) : ’ la table remplace une multiplication par une addition |, bien plus
rapide et moins sujette aux erreurs.

Exercice 4 4,5 points

2
1) 0<04<1donc lim 04" =0,dou lim 3 x 04" =0;deplus lim — = 0.Par somme de

n—-+oo n—-+oo n—+oo N

limites:| lim wu, =5
n—-+00

3
2) lim (7>_7 0=7et lim (7T+2x05")=7+0=7(car0<0,5<1).

n—-+o0o n n—+o0o
La suite (v, ) est encadrée par deux suites qui ont la méme limite 7 : d'aprées le théoreme des

gendarmes,| lim v, = 7|
n—-4o00

3)15>1donc hm 1,5" = 4+ooet lim 2x 15" = +oo.

n——+0oo
Comme wy, 2 2 X 1 ,5" pour tout n, la suite (w,) est minorée par une suite qui tend vers +oo :

par comparaison,| lim w, = 4oo|
n—-+o0o

2 . — X . 2\ 1°
4) 0 < 3 < 1:la suite (¢,,) est décroissante et tend vers 0. A la calculatrice : t15 = 6 x (3) ~

2 16
0,0137 > 0,01 et t15 = 6 x (3) ~0,0091 < 0,01.

Le plus petit entier cherché est[n = 16]
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Bonus hors bareme

10 ' 102 10" ~ 10 10 1071
termes d’'une suite géométrique de raison ¢ = 10 D’apres I'exercice 1:

9 9 9 9 1 1
d, =094009+0009+ = —4+—+---+— <1+—+---+ ):sommeden

1—(&)"
_9 o) 9 W _om=1-01
10 1-L 109
Vérification : do = 1 — 0,01 = 0,99.
Comme0<0,1<1, lim 0,1"=0et| lim d,=1|

n—-+o0o n—-+o0o

Conclusion : le nombre «0,999... » est la limite des d,,, c'est-a-dire |0,999... = 1|: ce n'est pas un

nombre «juste en dessous de 1 », c’est une autre écriture du nombre 1.
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