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Dérivation globale - Sujet 6 - Corrigé

Exercice 1 6,5 points

1) On calcule C(10) :

C(10) = 10% — 60 x 10% 4+ 975 x 10 = 1000 — 6 000 + 9750 = 4 750.

‘ Le cout de production de 10 kg est de 4 750 €. ‘

2) a. Chaque kilogramme est vendu 450 €, donc la recette pour 10 kg vaut R(10) = 450 x 10, soit

4500 €]

b. Le bénéfice est la différence entre la recette et le codt :
4500 — 4750 =
Pour 10 kg, le producteur perd 250 €.
3) Pour z kg, la recette est R(x) = 450z. Le bénéfice vaut donc, pour tout = € [0; 45] :

B(z) = R(z) — C(z) = 450x — (1‘3 —602” + 975x) = — 23 + 602” + 4502 — 975,

B(z) = —2% + 602 — 5252.

4) B est une fonction polynéme, dérivable sur [0; 45] :

B'(z) = —32® + 1202 — 525 | = —3 (2° — 40z + 175) .

On étudie le signe du trinéme 22 — 40z + 175: A = (—40)? — 4 x 1 x 175 = 1600 — 700 = 900 =

30% > 0.
40 - 30 40 + 30

2 2
Donc B/(z) = —3(x — 5)(z — 35). Le coefficient de 2% dans B'(x) est —3 < 0: B'(z) est négatif
a l'extérieur des racines et positif entre elles.
Images utiles :

35.

z1

B(0)=0,  B(5)=—125+ 1500 — 2625 = —1250,
B(35) = —42875 + 73500 — 18375 = 12250,  B(45) = —91125 4 121 500 — 23625 = 6 750.

x 0 5 35 45
signe de B 5 n 0 B
B'(z)
0 12250
variations \ / \
de B
—1250 6 750

5) D’apres le tableau de variations, sur [0; 45] le maximum de B est le plus grand des deux « som-
mets » B(0) = 0 et B(35) = 12250, c'est donc B(35).

‘ Le bénéfice est maximal pour une production de 35 kg; il vaut alors 12250 €.
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Exercice 2 5 points
1) Affirmation 1. Sur |0; +oo[, f = wv avec u(z) = 2z — 24, v/(z) = 2, et v(z) = /z, V' (z) = 2\1/5

(v est dérivable sur ]0; +oo[). Ainsi:

2x—24_2ﬁx2ﬁ+2x—24
2y 27 2z’
_dr+2x—24  6x—24 3z —12
N 2,/x NN

\ Laffirmation 1 est vraie. \

f(z) =d(z)v(x) + u(z)v' (z) = 2z +

f'(z)

Affirmation 2. Pour z > 0, \/z > 0, donc f’(z) est du signe de 3z — 12 : f’(z) < 0 sur]0; 4],
f(4) =0et f'(z) > 0sur4; +o0o. La fonction f est décroissante sur ]0; 4] puis croissante sur
[4; 00| : elle admet un minimum en z = 4, qui vaut

f4)=(2x4—-24)V4i=—-16x2=—32.

z 0 4 400
signe
de /'(2) S
0
variations \ /
de f
—32

Le minimum est atteint en 4, mais il vaut —32, et non 4.

\ Laffirmation 2 est fausse. \

2) Affirmation 3. On lit sur 4, que g est croissante sur | — oo; —2], décroissante sur [-2; 1] et
croissante sur [1; o[, avec des tangentes horizontales en —2 et en 1. On en déduit que ¢'(x) >
Osur]—oo; —2],¢'(x) <0sur[—2; 1], ¢ (x) =2 0sur[l; +oof, et g (—2) =¢'(1) =0.

La courbe I" est au-dessus de I'axe des abscisses sur | — co; —2] et sur [1; +oo[, en dessous sur
[—2; 1], et coupe I'axe en —2 et en 1 : le signe correspond.
Contréle supplémentaire : la tangente a ¢, en O passe par les points (0; 0) et environ (1; —4),
donc ¢'(0) =~ —4; on lit bien sur T 'ordonnée —4 en = = 0.

\ Laffirmation 3 est vraie.
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Exercice 3 5,5 points

Partie A

1) g est une fonction polynéme, dérivable sur R, et ¢/(x) = 322 + 6. Pour tout réel z, 22 > 0, donc
32246 >6 > 0.

g (z) > 0 surR, donc|g est strictement croissante sur R.

2) g(1)=1+6-7=10]
g étant strictement croissante sur R : si z < 1, alors g(z) < ¢g(1) = 0; siz > 1, alors g(x) >

g(1) =0.
T —00 1 +00
de ole) R S
‘g(:c)<08ur]—oo;1[, g(1) =0, g(m)>Osur]1;+oo[.‘
Partie B

1) f est une fonction polyndme, donc dérivable sur R, et pour tout réel x :
f'(z) = =2 x 5z — 20 x 32% 4 35 x 2z = —102* — 6022 + 70z.

Par ailleurs, pour tout réel z :

—10z x g(z) = —10z (2* + 62 — 7) = —102* — 602* + 70z. Donc | f/(z) = —10z x g(z).

2) Ondresse le tableau de signes du produit —10x x g(z) (le facteur —10z s"annule en 0, il est positif
pour z < 0 et négatif pour z > 0) :

FO)=0 et  f(1)=-2-20+35=13.

x —00 0 1 +00

signe B B
de —10z + )

signe B B 8 n

de g(z)

signe B 0 n 8 B

de f'(z)

13

variations

de f

f est décroissante sur ] — oo; 0], croissante sur [0; 1] et décroissante sur [1; +oo]. ‘
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3) La tangente a ¢ au point d'abscisse x a pour coefficient directeur f'(z); elle est paralléle a A
si et seulement si f'(x) = 2 (coefficient directeur de A).

Or, d’aprés le tableau de signes, pour tout z > 1, f'(x) < 0, donc f'(x) # 2.

Non : aucun point de ¢ d'abscisse x > 1 n‘a une tangente paralléle a A.

Exercice 4 3 points

Lectures graphiques.

« A(1; —4) est sur C, donc u(1) = —4; u/(1) est le coefficient directeur de 7. La droite 7' passe

par A(1; —4) etpar (3;0):4/(1) = 0=(=4) =2.

-1
« D passepar (0; 2) et (2;0):0'(z) = % =—letv(z) =—z+2dotv(l)=1etd/(1) = —1.
(On retrouve que v(2) = 0, d'ou I'ensemble de définition R \ {2}.)

Calcul. f = Y est dérivable en 1 car v(l) #0, et
v

u'(Do(l) —u(l)o'(1)  2x1—(—4)x(-1) 2-4 o
(o)) = E = donc () =-2.

fa)=

Exercice bonus hors bareme

La tangente a la courbe de f au point d'abscisse a passe par le point de la courbe (a; f(a)). Son
ordonnée en x = a est donc f(a). Pour tout réel a :

fla)=(3a>=3)xa—2a>—1=3a>-3a—2a*>—1=0a®—-3a—1.

On en déduit, pour tout réel = :

f(x) =2 -3z — 1.

Vérifications : f(0) = —1, donc la courbe passe bien par (0; —1). De plus f’(x) = 322 — 3 et la tangente
au point d'abscisse a a pour équation

y=f'(a)(z —a)+ fla) = (3a* —3)z — 3a® + 3a + a® — 3a — 1 = (3a® — 3)x — 2a° — 1,

ce qui est bien I'équation donnée.
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