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Exercice 1 2 points

1) Pour tout entier naturel n :
Up > 1000 <= 3v/n—2>1000 <= 3/n>1002 < /n>334 < n > 334%

la derniére équivalence venant de ce que la fonction carré est strictement croissante sur [0 ; +o0]
(les deux membres sont positifs).

Or 3342 = 111556. On a donc u,, > 1000 a partir du rang |n = 111557 | (on remarque que
111556 = 3 X 334 — 2 = 1000 exactement).

2) Soit A un réel positif. De méme, pour tout entier naturel n :

A42 A+2\?
Up > A = 3Vn>A+2 — \/ﬁ>TJr — n> (;:) 7
A+2 , . : ,
car > 0 et la fonction carré est strictement croissante sur [0 ; +o0].

2
. . . L \ +
Donc, en notant N le premier entier strictement supérieur a (3) ,ona:

u, > A pour tout n > N\.

3) Tout intervalle ] A ; +o00o[ contient tous les termes de la suite a partir d'un certain rang : c’est la
définition d’une suite qui tend vers +oc.

lim w, = +o00
n—-+o0o

La suite (u,,) est donc divergente.

Exercice 2 3,5 points

1) Les suites des questions a. et b. sont définies pour n > 1.
2

a. ngrfoo /i = +oo donc nEIEOO NG =0;et nggloo(_gn) = —oo0.
Parsomme:| lim wu, = —o0|
n—-+o0o
4 4 1 4
b. On développe : u,, = Vi 4 R
n n Jn o n

1 4 pps
Or lim — =0et lim — =0, donc par différence .
n——4oo \/ﬁ n——+oo n n——+o0o

(Le produit direct — x (y/n — 4) donne une forme indéterminée « 0 x co », d'ou le dévelop-
n
pement.)

c. Le quotient des limites donne une forme indéterminée « — ». Pour n > 1, on factorise par
(0. ]

Terminale - Spécialité Mathématiques




X
malilee.ac

Suites et géométrie dans l'espace - Sujet 40 - Corrigé

Comme 1 L li L 0, par quotient ;| 1i _4

2) a. Affirmation 1:|Vrail. Silimu, = ¢etlimv, = ¢ (deux réels), alors, d'aprés le théoréme sur
la limite d'une somme, lim(u,, + v,) = £+ ¢, qui est un réel : la suite (u,, + v,,) converge.

b. Affirmation 2 :|Faux . Contre-exemple : u,, = n et v, = —n.
Pour tout n, u,, +v,, = 0, donc (u,,+v,,) converge vers 0; mais lim u,, = +oc etlimwv,, = —oo:
aucune des deux suites ne converge.

Exercice 3 7,5 points

1) a. Pour tout entier naturel n, on note P(n) la propriété : « 0 < v,, < 4».
Initialisation. vy = 1 et 0 < 1 < 4 : P(0) est vraie.
Hérédité. Soit n un entier naturel tel que P(n) est vraie. Alors :

0<v,<4 << —4<—-v,<0 onmultiplie par —1
<= 4<8—wv, <8 onajoutey

1 1 1 L Lo
= =< < - lafonction inverse est décroissante sur ]0; +oo[
8§ 8—wv, 4
— 2< <4 on multiplie par 16 > 0
—
= 0<vpg1 <4 car2 > 0.

P(n+ 1) est vraie.
Conclusion. Par récurrence, pour tout entier naturel n, |0 < v, < 4|.

b. Pour tout entier naturel n (ona 8 — v, # 0carv, < 4):

16 16— v, (8 —vy)

— U, =

V2 —8u, +16 | (4—v,)?
8 — v, 8 — | 8—w, |

Un4+1 — Un =

8 — vy,

c. Pour tout entier naturel n, (4 — v,)?

’Un+1—’l)n>0:

> 0 (car v, # 4) et8 — v, > 0 (car v, < 4). Donc

‘ la suite (v,) est strictement croissante L donc monotone.

2) w, est bien défini pour tout n puisque v,, # 4.
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a. Pour tout entier naturel n :

1 1 1 8 — vy
w = = = == .
n+1 Ung1 — 4 16 4 16 — 32 + 4v,, 4 (v, —4)

8 — vy 8 — vy

Donc
8 — vy 4 4 — vy, 1

Ot U = o —4)  A(vn—4)  A(vn—4) 4

. . . . 1 . 1 1
La suite (w,,) est|arithmétique de raison r = 1 de premier terme wy = 110
vy — —

. 1
soit|wy = —3

1 n 3n+4 )
- = ; ce nombre n'est pas nul.
) 123 4 12

1
ontirev, — 4= —=————,dou
vy, — 4 Un W, 3n+4

b. Pour tout entier naturel n, w,, = wg + nr = —

De w, =

12 16 16
Vérification:vg=4—-3=1letvyy =4 - — = — = ——.
v 3 u 777 8-1

¢c. lim (3n+4)=+oodonc lim =0, et par différence| lim v, =4|
n—-+00 n—-+oo 3n + 4 n—-+oo

3) a. Onrépéte le calcul du terme suivant tant que la condition n'est pas atteinte, c’est-a-dire tant
qued4 —v > 1077

1 |def seuil(p):

2 v =1

3 n =20

4 while 4 - v >= 10**(-p):
5 n=mn+1

6 v = 16/(8-v)

7 return(n)

b. Avec p = 1, la fonction renvoie le plus petit entier n tel que 4 — v, < 10~!. D’aprés 2)b.,

12
4 — v, = ——, donc, comme 3 4>0:
Un = 3 ne
1 12 1 116
4 — < — = ———— < — <= 120< 3 4 = >—%38,67.
“n =70 3n+4 10 n "3

. . . . « 6 12
Le plus petit entier qui convient est 39 (contréle : 4 — v3g = w5 & 0,102 et4 — v3g = o7
0,099).

seuil(1) renvoie[39].
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Exercice 4 7 points
Partie A
H ¢« U
: |
. PT
E : T (PT)
ﬁ ; F
S I
L ¢
/, R
A\ B

1) a HU = 3HC : U est sur la demi-droite [HG), au-dela de G, avec GU = 2HG; on reporte
deux fois la longueur de I'aréte apres G (figure).

b. D'apres la relation de Chasles :

Bt - BF+ Ff - B + L7
Dans le cube,ﬁ}:ﬁetﬁ:ﬁ. Donc
ﬁ:}?ﬁ+ﬁﬁ:ﬁ+3ﬁ:3<ﬁ+;ﬁ> — 3ET.

Les vecteurs ﬁ' et ET sont colinéaires :‘ les points E, T et U sont alignés. ‘

1 2
2) On se place dans le repére (A;ﬁ,ﬁ,ﬁ) :R<0;3;0>,S<0;();3),E(0;0;1),H(0;1;1).

a. Re [AD]et S € [AE], donc la droite (RS) est contenue dans le plan (ADE), qui contient
aussi la droite (E'H) : les deux droites sont coplanaires.

1 2 ., N .
ﬁ (0; —3) 3) et ﬁ[(o; 1;0) ne sont pas colinéaires (la troisieme coordonnée de ﬁ[

est nulle, pas celle de ]@) : les droites ne sont pas paralléles.
Deux droites coplanaires non paralléles sont sécantes :‘ (RS) et (E'H) sont sécantes. ‘

L 1t 2t . .
Recherche de P : un point de (RS) s'écrit (0 = ) avect € R;ilestsur (FH) sisa

373’3
cote vaut 1, soit t = % D'ou

P(O;—é;l), Eﬁz—éE—I—}.

Sur la figure, P est sur la droite (EH), du c6té de E opposé a H : on prolonge (RS) au-dela
de Set (HE) au-delade E.

b. Pe (RS) C (RST)et P € (EH) C (EFG) : P appartient aux deux plans.
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T e (RST)etT € [FG| C (EFQG) : T appartient aux deux plans.
Les plans (RST) et (EFG) ne sont pas confondus (R n'est pas dans la face supérieure) et
ils ont deux points communs distincts P et T': leur intersection est une droite, et

|(RST) N (EFG) = (PT)|

On trace la droite (PT') dans le plan de la face EFGH (en rouge sur la figure).

Partie B

1) E et F sont aux tiers de [AB] et de [AC] en partant de A; M est sur la droite (BC), du c6té de C
opposé a B, avec CM = §CB; N s'obtient en reportant a partir de A la moitié du vecteur lﬁ
(figure).

2) Quadrilatere M CEF. D'apres la relation de Chasles :

ﬁ:ﬁ+ﬁ:%ﬁ+%ﬁ:%(ﬁ+ﬁ):%%.

1 1 <. ,
Par ailleurs C7 = —56@ = 5@. Ainsi ET' = O, clest-a-dire MC' = FE : comme E nest

pas sur la droite (BC), MCEF estun ‘ parallélogramme ‘

s 1 1 " .
Quadrilatére ADEN. AN = iDTEf, donc NA = _§ﬁ : les cotés opposés [DE] et [N A] sont

. 1 L ,
paralleles, et NA = 5DE # DE.Comme A, D, E ne sont pas alignés (D n’est pas dans le plan

(ABC)), ADEN estun de bases [DE] et [AN] (et non un parallélogramme, ses bases
n‘ayant pas la méme longueur).

3)ﬁ:m+m:m+§ﬁ,domzm:2ﬁ+ﬁ.

BﬁzlﬁHﬁ:ﬁ+%fﬁ,donc3ﬁ:3lﬁl+A‘dD’ou

9DN — 3DF = DE — DA — AC = DE + AD + CA = CA + AD + DE =|CE|.

4) Les vecteurs DN et DF ne sont pas colinéaires (IV est dans le plan (ABD) hors de la droite
(AD), F n'est pas dans ce plan), ils dirigent donc le plan (DN F).
D'aprés 3), CE = 2DN — 3DF est une combinaison linéaire de ces deux vecteurs : il est un
vecteur du plan (DN F'). Donc la droite (CE) est‘ paralléle au plan (DN F') ‘
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