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Dérivation et étude de suites - Sujet 38 - Corrigé

Exercice 1 2 points

1) f = 3e*avec u(z) = e® et u/(z) = . Comme (e*) = ue" :

2) g(z)=(1- 5:1:2)*3 est de la forme v=3 avec v(z) = 1 — 522 et v/(z) = —10z.
Comme (v™)" = nv' v™~! pour tout entier relatif n :

_ 30x
() = -3 x (—10z) x (1—522)"",  soit 2) = —22 |,
Exercice 2 4 points
1) lim /n=+oodonc lim (—y/n) = —oo;et lim 1000 =0
n—-+o0o n——+o0o ! n—+oo N ’

Par somme:| lim u, = —c0|
n—-+4o0o

. , .. o0 . . .
2) Forme indéterminée « — » : on factorise par le terme de plus haut degré au numérateur et au
o0
dénominateur. Pourn > 2:

Up, = — X
5 3
n n n
. 1 . ) 3 . 3 . 1
Or lim {3——)=3et lim (2—-—-+—5]=2 donc le quotient tend vers —; et lim — =
n——+00 n n——+00 n n 2 n——+oo n
Par produit:| lim v, =0}
n—-4o00
3) Pour tout entier n > 1, —1 < cos(n) < 1, donc, en divisant parn > 0:
1 < cos(n) < 1
n n n
. 1 .1 (s . cos(n)
Comme lim (—— | = lim — =0,lethéoréeme des gendarmes donne lim = 0.
n—4o0o n n—+oo n n—4o0o n
Par somme:| lim w, = —1|
n—4o0o
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Exercice 3 7 points

Partie A

1) u; = 0,93 x up = 0,93 x 6 = 5,58.
Au 1€ janvier 2026, la population du milieu A est de ] 5580 individus \

2) (uy,)estgéométrique de premier terme ug = 6 et de raison ¢ = 0,93, donc pour tout entier naturel
n:

u, = 6 x 0,93 \

3) Comme -1 < 0,93 < 1, ET 0,93"™ = 0, donc par produit par6:| lim wu, =0]|

n—-+o00

Interprétation : selon ce modele, la population du milieu A tend a disparaitre au fil des années.

Partie B

1) v1=—-0,05x6>+1,1 x6=—-18+6,6=48.
Au e janvier 2026, la population du milieu B est de | 4800 individus |

2) f estune fonction polyndéme, dérivable sur [0; +oc], et f'(z) = —0,1z + 1,1.

f(r) >0 <= -0,z > —1,1 +—= 2 <11 (ondivise par —0,1 < 0).

Donc f/(z) > 0 sur [0;11] :‘f est croissante sur [0; 11] ‘

3) Pour tout entier naturel n, on note P(n) : «2 < v,41 < v, < 6». On remarque que v, 11 = f(vy).
Initialisation (n = 0) : vp = 6 et v; = 4,8, donc 2 < vy < vy < 6: P(0) est vraie.
Hérédité : soit & un entier naturel tel que P (k) est vraie, c'est-a-dire 2 < vxy1 < v < 6.
Les nombres 2, v;11, vx, €t 6 appartiennent a [0;11], ou f est croissante; appliquer f conserve
donc l'ordre :

f(2) < f(orgr) < flur) < f(6).
Or f(2) =—-0,00x4+11x2=2, f(karl) = Vk+2, f(vk) = V41 €t f(ﬁ) = 4,8 < 6. D’ou

2 < Vpgo < kg1 < 6: P(k+ 1) estvraie.

Conclusion : P(0) est vraie et la propriété est héréditaire; par récurrence,

‘pourtout entier natureln, 2 < wv,41 < v, <6 ‘

4) D’aprés la question précédente, pour tout n, v, 11 < vy, : la suite (v, ) est décroissante; et v,, > 2:
elle est minorée par 2.
D'apres le théoreme de convergence monotone, ‘ (vy,) converge vers une limite ¢ ‘ avec de plus

2 < £ < 6 (passage a la limite dans 2 < v,, < 6).

5) a. Onrésout f(¢) =¢:

—0,0502 + 1,14 =0 < —0,052+0,l{ =0 — —0,06(({—2)=0 < £{=00ul=2.
Comme ¢ > 2, on obtient .
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b. Selon ce modéle, la population du milieu B diminue et se stabilise a long terme autour de
2000 individus.

Exercice 4 3 points

1 . . 1
1) La boucle augmente n de 1 tant que — > 1072 = 0,01; elle s'arréte dés que — < 0,01, et la
n n

. . 1
fonction renvoie alors n (et non —).
n

Vérification : ! 1 0,0156 > 0,01 et L_ 1 0,008 < 0,01, donc i1(2) renvoie 5
e = — & =0, — =0, s , seul .
43 64 ’ 53 125
Réponse : [c.]la plus petite valeur de n telle que — < 0,01.
n

2) Pour tout entiern > 1, (—1)" > —1,donc u,, > /n — 1.
Or lim (v/n—1) = +oo;par comparaison, lim u, = +oo.

n—-4o00 n—-4o00

Réponse : | b. |la suite (u,,) a pour limite 4-ooc.

Exercice 5 4 points

. 1
Pour tout entier n > 1, on note P(n) : «S,, = 3" 2n+1)(2n—1)».
e e . 1 .
Initialisation (n = 1) : 5} = 12 = 1 et 3 X Ix3x1=1 P(1) est vraie.

Hérédité : soit &£ > 1 un entier tel que P (k) est vraie, c'est-a-dire Sj, = 3 k(2k+1)(2k —1).

1
Montrons que Sy = 3 (k+1)(2k + 3)(2k + 1).
Le terme suivant (2k — 1)? dans la somme est (2(k + 1) — 1)2 = (2k +1)2, donc

Spr1 =Sk + (2k+1)% = %k (2k +1)(2k — 1) + (2k + 1)?>  (hypotheése de récurrence)

= é (2k + 1) [k(2k — 1) + 3(2k + 1)] (on factorise par % (2k + 1))

:%(2k+1) (2k* + 5k + 3) .

Or (k + 1)(2k + 3) = 2k% + 3k + 2k + 3 = 2k% + 5k + 3. Donc

1

Spor = é (k+1)(2k +3)(2k +1) = = (k + 1)(2(k + 1) + 1) (2(k + 1) — 1) : P(k + 1) est vraie.

w

Conclusion : P(1) est vraie et la propriété est héréditaire; par récurrence,

. 1
pour tout entiern > 1, S, = 3" 2n+1)(2n—1)|
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