Suites, limites, vecteurs de l'espace

:alilee.ac et convexité - Sujet 37 (1h50)

Calculatrice interdite

Exercice 1 2,5 points

Pour chacune des affirmations suivantes, préciser si elle est vraie ou fausse puis justifier. Toute ré-
ponse non argumentée ne sera pas prise en compte.

1) On considére une suite (u,,) définie sur N telle que, pour tout entier naturel n :

3n2+4n+7
6n2 +1

\un\

N =

Affirmation1: lim u, = 1
n——+o00 2

2) Soit h une fonction définie et dérivable sur I'in-
tervalle [-4; 4]. Lareprésentation graphique %,

de sa fonction dérivée h' est donnée ci-contre. 61
Affirmation 2 : La fonction h est convexe sur
[—1; 3].
1 2 3 4
Exercice 2 4,5 points

. . . 1
Soit (uy,) la suite de premier terme uy = 3 telle que, pour tout n € N, u,, 11 = §un +n4+2.

1) On admet sans démonstration que, pour toutn € N: 2n < u, < 2n + 3.
a. Justifier précisément que la suite (u,,) a pour limite +oo.

b. Prouver que lim Un _ o
n—+oo N
2) Pour tout n € N, on pose v,, = u,, — 2n.

a. Etablir que (v,,) est une suite géométrique de raison 5 et préciser .
1 n

b. Montrer alors que, pour toutn € N, u,, = 3 <2> + 2n.

c. Utiliser cette expression pour retrouver la limite de (u,,).

Exercice 3 5 points

2upy + 2
Up +3°

. . e 1 .
Soit (uy,) la suite définie par uy = 5 et, pour tout entier naturel n, u, 11 =

. e 2 2 .
On note f la fonction définie sur [0; +oo[ par f(z) = xig . On a donc, pour tout entier naturel n,
T

Upt1 = f(un)-
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1) Etudier les variations de f sur [0; +oc0|.
2) Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona 0 < u,, < up41 < 1.
a. En déduire que la suite (u,,) est convergente.

b. Onappelle ¢lalimite de (u,,). On admet que ¢ est solution de I'équation f(¢) = ¢. Déterminer
L.

n
3) Pour tout entier naturel n, on définit S, = > " uy, = ug + uy + -+ + .
k=0
n+1

a. Démontrer que, pour tout entier naturel n,ona S, > 5

b. En déduire la limite de la suite (.5,,).

Exercice 4 4 points

On considéere un cube ABCDEFGH. Le point I est le milieu
du segment [E'F], le point .J est le milieu du segment [BC et
le point K est le milieu du segment [AE]. H

On se place dans le repére (A; AR, AD, ﬁ) f
1) Donner les coordonnées de chacun des points I, J et K .
K. K

2) a. Montrer que les droites (AI) et (K H) ne sont pas /
paralléles. K

b. Les droites (AI) et (K H) sont-elles sécantes? WD N

Montrer que les vecteurs 7J, AC' et AE sont co-
planaires. A

3)

b. Que peut-on en déduire pour la droite (1.J) et le
plan (ACE)?

Exercice 5 4 points

T

z—1
f est dérivable sur l'intervalle ] — co; 1[. On appelle ¥ sa courbe représentative dans un repere.

On considére la fonction f définie sur l'intervalle | — oo ; 1] par f(x) = On admet que la fonction

(x —2)e”

(x—1)"

b. Dresser, en justifiant, le tableau de variations de la fonction f sur l'intervalle | — oo ; 1].
(332 —4x + 5) e”
(x—1)°

1) a. Montrer que, pour tout réel = de l'intervalle ] — oo ; 1, ona f'(z) =

2) On admet que, pour tout réel x de l'intervalle | — oo ; 1[,ona f"(z) =

a. Etudier la convexité de la fonction f sur I'intervalle | — oo ; 1].
b. Déterminer I'équation réduite de la tangente T a la courbe % au point d'abscisse 0.
c. En déduire que, pour tout réel x de l'intervalle | — oo; 1[,ona:e* > (—2z — 1)(z — 1).
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