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Exercice 1 6 points

1) Le volume du parallélépipéde rectangle est le produit de ses trois dimensions :

288
T X2 Xy =576 <= 22’y =576 < |y =

(x #0).

2

2) Le parallélépipéde a six faces, égales deux a deux : deux faces de dimensions z x 2x, deux faces
de dimensions = x y et deux faces de dimensions 2z x y. Donc

288

%($)=2(2$2+$y+2xy) = 42”4 6y = 42° + 62 x 5
x

soit,pour3 <z < 12:

d(m):4x2+@.

3) Lafonction .« est dérivable sur [3; 12] (somme d’'un polyndme et d’'une fonction inverse, = # 0)
et
1728 823 — 1728 8 (x® —216)

T2 T 2 - 2 :

o' (r) =8z

X
Comme z2? > 0, &/'(x) a le signe de 23 — 216 = 23 — 63.
La fonction cube est strictement croissante sur R, donc 2% — 216 < 0 <= = < 6eta® — 216 >
0 < z >6.
(On peut aussi factoriser : 2° — 216 = (z — 6)(x? + 6z + 36), avec 22 + 6x + 36 > 0 car son
discriminant vaut —108 < 0.)

T T

x 3 6 12
o' (x) - 0 +
612 720
432

1728
o (6) = 4 x 36 + — = = 144 + 288 = 432; o/ (3) = 36 + 576 = 612; o/ (12) = 576 + 144 = 720.
La fonction &7 est décroissante sur [3; 6] puis croissante sur [6; 12] : elle admet un minimum
en 6.
L'aire totale est minimale pour|[z = 6 mm], et cette aire minimale vaut | o7 (6) = 432 mm? |,

. 288
Le solide mesure alors 6 mm x 12 mm x 8 mm (car y = 36 = 8).
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Exercice 2 3 points

1) On suppose P(k) vraie : il existe un entier m tel que 4* + 1 = 3m, c'est-a-dire 4* = 3m — 1.

Alors
AT 41 =4 x 4% 41

=4Bm—1)+1
=12m —3
=3(4dm —1).

Comme 4m — 1 est un entier, 4t + 1 est un multiple de 3 :‘ P(k + 1) est vraie ‘ La propriété est
héréditaire.

2) Pourn =0:4° +1 =1+ 1 = 2, qui n'est pas un multiple de 3. Donc P(0) est fausse.
La proposition n'est donc ‘ pas vraie pour tout entier naturel n ‘ : I'hérédité seule ne suffit pas, il
mangque l'initialisation.
Remarque. On ade méme 4! +1 = 5,42 +1 = 17,43 + 1 = 65 : aucun n'est multiple de 3. En
fait, 4" — 1 est un multiple de 3 pour tout » (récurrence analogue, initialisée par 4° — 1 = 0), donc
4" +1 = (4" — 1) + 2 n'est jamais un multiple de 3.

Exercice 3 4 points

1) Pour tout entier naturel n :

(2 L2 \__ 2 2
Untl = tn = n—+4 n+3) n+3 n+4

2(n+4)—2(n+3) 2

n+3)n+4)  (n+3)(n+4)

Pourn € N, (n+ 3)(n+4) > 0,donc u,4+1 — u, > 0 la suite (u,) est \ strictement croissante \
2
5 sur [0; o0l f'(x) =

strictement croissante sur [0; +oo] et |a suite (u,,) aussi.

Autre méthode. u,, = f(n) avec f(z) =1 — . > 0, donc f est

(x + 3)2

2) Pour tout entier naturel n :
n

n+1

tn-l—l —tp =

PourneN,n}OetnnLl>O,donc—% <0,dout,11 < ty.
n

La suite (t,,) est| décroissante |

Précision : pour n = 0, la différence est nulle (t; = ty = 5); pourn > 1, f% < 0,donc la suite
n

. ‘o \ . 9 23
est strictement décroissante a partir du rang 1 (¢, = 3= ).
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Exercice 4 7 points
2 16 15 [31
) a. wu 5><8+3 5+5 . 6,
2 31 62 75 [137
AV NS U T
up = g X g A3 = et oe =55 T o8
2 137 274 375 [649
=5 s TP T 1~ M

b. On awug > uy > uy > ugz : on conjecture que la suite (u,,) est|décroissante |.

2) Pour tout entier naturel n, on note P(n) : «uy, = upy1 = 5».
Initialisation. uo = 8 et u; = 6,2: onabien 8 > 6,2 > 5, donc P(0) est vraie.
Hérédité. Soit k£ un entier naturel tel que P (k) est vraie. Alors

2 2 2 . )
Up > Upsy =5 = Sk > Uk > = % 5 (on multiplie par £ > 0)
2 2 .
= puk +3> 5 Uk +3>2+3 (onajoute 3)

= Upt1 = Ukt = 5.

Donc P(k + 1) est vraie.
Conclusion. Par récurrence, pour tout entier naturel n, \ Up = Upy1 =5 \

En particulier u,+1 < u, pour tout n : la suite (u,,) est décroissante, \ la conjecture est vérifiée
(et la suite est minorée par 5).

3) a. Pourtout entier naturel n :

2 2 2 2
vn_H:un+1—5:gun—i—3—5:5un—2:5(un—5):5vn.

. s .2 .
La suite (v,,) est donc|géométrique de raison : de premierterme vy = up—5=8—-5 = 3.

. 2\"
b. Pour tout entier naturel n :| v, = 3 x <5) i

. 2\"
c. Comme u,, = v, + 5, pour tout entier naturel n: |u, =5+ 3 x <5) )

R 1 . .
(Controle : n = 1 donne 5 + g = % conforme a la question 1.)

100
U100 = 5 + 3 X <5> .0r3 x 0,419 ~ 4.8 x 10719, si bien que la calculatrice affiche 5 :

w00 =5+ 3 x 0,410 ~ 5],

Le terme u1og est trés Iégerement supérieur a 5 (la différence est invisible a I'affichage).
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