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Exercice 1 2,5 points

1) Pour tout n € N, on note P(n) la propriété : « u,, > 2" + n ».
Initialisation. uo = 1 et 2° + 0 = 1; on a bien uy > 2° + 0, donc P(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie, c'est-a-dire u,, > 2" + n. Alors :

W= 2"+ = 2u, =>2"" +on (on multiplie par 2 > 0)
= 2u, —n+3>2""" 4+ n+3 (onajoute —n +3)
= Up 22" 4+ 3
— Uy =2V (n4+1) (carn+3>n+1).

Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion. La propriété est vraie aurang 0 et héréditaire; d'aprés le principe de récurrence, pour

2) 2>1donc lim 2" = +oo;deplus lim n = 4oc, donc par somme lim (2" 4+ n) = +o0.

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

Comme u,, > 2" + n pour tout n, le théoreme de comparaison donne hrf Uy = +00 |
n——+0o0

Exercice 2 4,5 points

1) a f= g avec p(z) = e%, p'(z) = €%, q(v) = x + 2, ¢'(z) = 1 (g ne s'annule pas sur [0; 1]). Pour

toutz € [0;1]:
£(x) ef(r+2)—e*x1 (x+4+1)e”
xr) = =

(x+2)2 (x +2)?
Sur[0;1]:z+1>1>0,¢*>0et(z+2)?>0,donc f'(z) >0:
‘ f est strictement croissante sur [0; 1] ‘

0
e 1 e
J(O) =5 =5 et f(1) = 5 ~ 0,906
T 0 1
f'(x) +
1 ©
f S — 3
2
b. Pourtoutn € N, on note P(n) : «0 < u, < uptq < 1.
e e e 1 1 0,5 .
Initialisation. vy = B etu; = f<2> = e2 5 ~ 0,660. On a bien 0 < up < w3 < 1:P(0) est

vraie.

Hérédité. Soitn € Ntelque 0 < u,, < upy1 < 1. Lesnombres 0, uy,, un+1, 1 sontdans [0; 1],
ou f est croissante, donc l'ordre est conservé :

0< up StUpy1 <1 = f(0) < fun) < funt1) < f(1) (f croissante sur [0;1])

1 e
— B S Un4+1 < Up42 S g
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€
3
Conclusion. Par récurrence, pour tout n € N, \ 0 < tp < Ung < 1 \

1 .
0ro0 < 3 et - <1 (care < 3),donc0 < upi1 < upgo < 1:P(n+ 1) est vraie.

c. D'apres b., la suite (u,) est croissante (u, < u,41) et majorée par 1. D'apres le théoreme
de convergence monotone,‘ (u,) converge ‘ (vers une limite ¢ < 1).

2) a. Soitn € N. On sait que v,, < 1; la fonction exponentielle étant croissante sur R, e’» < e! =
e. Endivisantparn +2 > 0:

eln e
<

n+2 n+2/

Un4+1 =

b. Pourtoutn € N,0 < v,41 < % (la minoration vient de 0 < v,, admis pour tout rang).
n

Or lim (n+ 2) = 400, donc par quotient lim =0.
n—-+00 n—+oo n + 2
D'apres le théoréeme des gendarmes, lim wv,,; =0, c'est-a-dire| lim v, =0]|.
n—-+4oo n—-+oo
Exercice 3 3,5 points

. n?(3-2%) 3-5 1 .
1) Pourn > 1, on factorise parn?:u, = 5 "1 = ”1 .Comme lim — =0, parquotient
n 1

2( +ﬁ) 2+n2 notoon?
. 3 .
n£r+noo un = 5 Réponse a)
3 . .
2) —— = —3e ™. Comme lim e ™ =0(care™ = ()" avec 0 < 1 < 1), les deux suites qui
en n—r+00 € €

encadrent (v, ) tendent vers 0.
D’apres le théoréme des gendarmes, lim v, = 0.

n—-4o00

— 03y} )= 3% [—L)ad= 3
3) f(z) =2—-3z"2,donc f'(x) = 3><< 2)35 _2xﬁpourx>0.

f1)y=2-3=—-letf/'(1) = g La tangente a pour équationy = f/(1)(z—1)+f(1) = g(x—l)—l,

. 3 5 p

4) h =u x wavec u(x) = e+, v/ (z) = 517, w(x) = 222 + 4o + 6, w'(z) = 4a + 4. Pour tout réel

x:
W(z) = 56> 17 (227 + 4z + 6) + ™17 (4x + 4)

= (102% + 24z + 34) 17 = 2 (52® 4 122 4 17) ™17,

Réponse b)

Exercice 4 3,5 points

Partie A. Recherche du modéle adapté

1) a. Lacourbe passe par A(0;2),donc| f(0) = 2|:au moment de l'injection (x = 0), la concen-
tration du médicament dans le sang est de 2 grammes par litre.
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b. f(0) = (0+ a)e® = a,donc|a = 2]

2) a. Latangente alacourbe en A estladroite (D) d’équation y = 2, horizontale : son coefficient
directeur est nul, donc| f/(0) =0 |.

b. f(z) = (x + a)eb® est un produit : pour tout = € [0; 18],
flz)=1xe"+ (x+a) xbe®® = (1 + b(xz +a)) ™.
Donc f/(0) = 1+ ab =1+ 2b. Avec f/(0) =0:1+2b =0 <= |b=—0,5]|

Partie B. Etude théorique

1) Avec la formule précédente poura =2 etb = —0,5: pour tout = € [0; 18],

fl(z)=(1—=05(x+2)e %" =(1—05z—1)e %  soit |f'(z)=—05ze 5|

2) Pourtoutx € [0;18]:e7 %% > 0 et —0,5x < 0, avec égalité seulement en z = 0. Donc f/(x) < 0
sur]0;18] et f/(0) =0: ‘ f est strictement décroissante sur [0; 18] |.

T 0 18
f'(x) 0 -
2
f T

20e 9

C'est cohérent avec la courbe donnée : la concentration diminue des l'injection, avec une tan-
gente horizontale en A4, et devient presque nulle au bout de 18 heures (f(18) = 20e~? ~ 0,002).

Exercice 5 6 points
Partie A
1) Ona P(Eo) = 0,44, P(El) = 0,28,
P(Ey,) = 0,28, P, (A) = 0,56, g A
Pg,. (A) = 0,73 et, par complémentaire, 0 =
E2+( ) 0 44/ 1 A

Pg, (A) =044, Pg,, (A) =0,27. )
/ 0,56 A
o

044 A4
0,28~ 073 4

0274

2) Oncherche P (E1 N A):

P(EyNA)=P(Ey) x Pg, (A) =0,28x 044, soit |P(E;NA)=0,1232]
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3) Ey, E et E5, forment une partition de I'univers. D'apres la formule des probabilités totales :

soit| P (4) = 0,638

Partie B
1) a.
b
2) a
b
c

P(A)=P(EonA)+P(E1NA)+ P (ExynA
=0,44 x 1+0,1232 + 0,28 x 0,27
= 0,44 + 0,1232 40,0756,

, comme annoncé. Ainsi P(A) =1 — 0,6388 = 0,3612.

On répete 10 fois, de maniére identique et indépendante (tirages assimilés a des tirages
avec remise), une épreuve de Bernoulli dont le succes « la personne parle bien I'anglais » a
pour probabilité P(A) = 0,3612. X compte le nombre de succés, donc

’X suit la loi binomiale B(10; 0,3612) ‘

10 .
. P(X=3)= ( 3 ) x 0,36123 x 0,63887 = 120 x 0,36123 x 0,63887, sout\P(X = 3) ~ 0,245 \

. De méme, Y suit la loi binomiale B(n ; 0,3612). Par 'événement contraire :

P(Y >1)=1-P(Y =0)=1-0,6388", soit [P(Y >1)=1-0,6388"]

. On résout dans N* :

1—0,6388" > 0,95 < 0,6388" < 0,05
<= nIn(0,6388) < In(0,05) (In strictement croissante)
In(0,05)

=S > on divise par In(0,6388) < 0).
" Z 1(0,633%) ( par In(0,6388) < 0)
In(0,05 e
_1n(0,05) ~ 6,68. Vérification : 1 —0,6388° ~ 0,932 < 0,95 et 1 —0,63887 ~ 0,957 > 0,95.
In(0,6388)

La probabilité est supérieure ou égale & 0,95 a partir de[n = 7|
(Si le logarithme n'a pas encore été vu, on obtient le méme résultat avec le tableau de
valeurs de la calculatrice.)

. On augmente n de 1 tant que la probabilité est strictement inférieure a 0,95 :

n<+0

Tant que 1 — 0,6388™ < 0,95
n<—n+1

Fin du Tant que

Afficher n

L'algorithme affiche 7. (Condition équivalente : « Tant que 0,6388™ > 0,05 ».)
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