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Exercice 1 7,5 points
Partie A

1) Lannée 2001 correspond an = 1 et 'année 2002 an = 2:
up =0,9x0,3x (1—-0,3)=0,9x0,3x0,7=0,189,

up = 0,9 % 0,189 x (1 — 0,189) = 0,9 x 0,189 x 0,811 ~ 0,137 95.

Comme u,, est exprimé en milliers :

\ 189 tortues au début de 2001 \ et environ \ 138 tortues au début de 2002 |.

2) a. Soitn € N.Onsaitquewu, € [0;1]etl —u, € [0;1].
*0,9>0,u, >0etl—u, >0, donc par produit u,+1 = 0,9 u,(1 — uy,) > 0.

*1—wu, < 1et09u, > 0, donc en multipliant par 0,9 u, : 0,9 u,(1 — u,) < 0,9 uy,,
c'est-a-dire u, 11 < 0,9 uy,.

Ainsi,| 0 < u,11 < 0,9u, pour tout n € N. ‘

b. Pourtoutn € N, on note P(n) : «0 < uy, < 0,3 x 0,9" ».
Initialisation. uo = 0,3 et 0,3 x 0,9° = 0,3 : on a bien 0 < uy < 0,3, donc P(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie. Alors :

0 < upy < 0,3 % 0,9"
— 0<0,9u, <0,3x0,9""" (on multiplie par 0,9 > 0)
— 0 < Unp1 <0,3%x09" (car0 < upq1 < 0,9u, d'aprés la question a.)

P(n+1) est vraie.
Conclusion. P(0) est vraie et P est héréditaire, donc par récurrence :

\0 < up, < 0,3 x 0,9” pour tout n € N.

c. Comme -1<0,9<1, lim 09" =0,donc lim 0,3 x0,9" = 0.
n——+00 n—-+0oo
Pour tout n, 0 < u,, < 0,3 x 0,9"; d'aprés le théoreme des gendarmes :

lim wu, =0|
n—-+o0o

Dans ce modeéle, le nombre de tortues tend vers 0 : la population de tortues est vouée a
disparaitre.

3) 30 tortues correspondent a 0,03 millier. On répéte le calcul du terme suivant tant que u,, > 0,03;
I'année est 2000 + n.
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1T{u=0.3
2 |n =0
3 |while u >= 0.03 :
4 u = 0.9%ux(1-u)
5 n = n+l
6 |print (2000+n)

Vérification. A la calculatrice, ujp ~ 0,03198 > 0,03 et uy; ~ 0,02787 < 0,03 : le programme
affiche | 2011 | Comme u,,+1 < 0,9u, < u, dés que u, > 0, la suite est décroissante et il reste
moins de 30 tortues a partir de 2011.

Partie B

1) Lannée 2011 correspond a n = 11 et 'année 2012 an = 12:
v11 = 1,06 x 0,032 x (1 —0,032) = 1,06 x 0,032 x 0,968 = 0,032 834 56,

v12 = 1,06 x v11 x (1 —wv11) ~ 0,033 66.

En milliers : v11 = 32,83 et v15 & 33,66 tortues. Arrondis a l'entier supérieur :

\ 33 tortues au début de 2011 \ et ] 34 tortues au début de 2012 \

2) Pourtout n > 10, v,41 = h(v,) avec h(z) = 1,06 z(1 — x).
La suite (v,) converge vers ¢, donc £r+n Upt1 = 4.

La fonction h est un polynéme, donc elle est continue sur R; ainsi liril h(vy,) = h(¥).

n—-+0oo

Par unicité de la limite, ¢ = h(¢), soit| £ = 1,06 (1 — ()],

3) On résout I'équation :

0=1,060(1—-1) < £—1,060+1,060>=0
<« ((1,06¢—0,06) =0
0,06 3

<~ (=0 ou 621,06 53

La suite (v,,) est croissante, donc pour tout n > 10, v, > vi9 = 0,032, et par passage a la limite
¢ >0,032. Donc ¢ # 0 et

3
¢ = — =~ 0,0566 |
53 ’

Le nombre de tortues augmente et se stabilise vers environ 57 tortues; il reste toujours au moins
32 tortues, au-dessus du seuil critique de 30 individus.
La population n‘est plus en voie d’extinction.
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Exercice 2 7 points
Partie A
42* 1
1) f(x) existe si et seulement si 22 # 0 et % > 0.
X
Le trindbme 422 + z + 1 a pour discriminant A = 12 — 4 x 4 x 1 = —15 < 0: il est du signe de
4 > 0, donc strictement positif pour tout réel . Comme 2 > 0 pour 2 # 0, le quotient est positif
dés que z # 0.
Dy =R\ {0} =R*|.
2) Soitz > 0.

c 4z’ +x+1)—4da?=2+1>1>0,doncdas? <42?+z+1.

c (2z+1)2— (42?42 +1) =422 +42+1 422 —2—1 =3z > 0,donc4z® +z+1 < (2z+1)2

Ainsi,| 42 < 422 + 24+ 1 < (22 4 1)? pour tout z > 0.

3) Soit = > 0. On divise I'encadrement précédent par z> > 0:

4z’ +x+1 - (22 +1)2

4< .

z 2

La fonction racine carrée est croissante sur [0; +oo|, donc :

20 +1\? 2241 20 + 1
= car > 0 pour z > 0.

X

VAL fz) < (

xT T

2x + 1

D'ou|2 < f(z) <

pour tout z > 0.

20 +1 20+ 1

=2.

1 1
4) Pour x > 0, =2+ —et lim — =0,donc lim
X T—+oco I Tr—+00 X

x
D'aprés I'encadrement de la question 3) et le théoréme des gendarmes :

lim f(z)=2|

T—r—+00

La courbe Cy admet une asymptote horizontale d'équation y = 2 en +oc.
Partie B

1) En +occ et en —oo. Pour 2 ¢ {—2;0}, on factorise par les termes de plus haut degré :

g(x):x2(4+%+;1;) At
z(1+2) 1+2

. 4 .
Le quotient tend vers 1= 4 en +o0o, donc par produit :

lim g(z) =400 et lim g(z)=—oc0|

r—r+00 T——00
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En —2. 1im2(4:n2+a:+1):16—2+1:15>0et 1im2(:c+2):0,avec:1:+2>03ix>—2et
r—— r——
x+ 2 < 0sixz < —2. Par quotient :

lim g(z) =400 et lim g(z) = —o0|
r——2 T——2
r>—2 r<—2
La courbe C, admet une asymptote verticale d'équation » = —2. Les limites en +oco étant infi-

nies, C, n'a pas d'asymptote horizontale.

2) En +oo, f(x) tend vers 2 alors que g(z) tend vers +oo : pour x assez grand, g(z) > f(z).
f o s . 1
Précisément : pour x > 2, d'apres la partie A, f(x) <2+ — < 2,5 < 3, et
x

422 =22 -5 222z —-1)—5 _ 2x2x3-5 7
T+ 2 T+ 2 T+ 2 x4+ 2

g(x) — 0.

Donc g(x) > 3 > f(x) pourtout z > 2:en +o0,|C, est au-dessus de Cy |

3) Pourtout z € R\ {—2}, on réduit au méme dénominateur :

15 (4o —T)(x+2)+15 42 +8x—Tx—14+15 4da?+a+1

4y — —
T T+ 2 z+2 T+ 2
Donc =4x — our tout R\ {-2}.
gla) = 4o =T+ — pourtouts € R\ {~2}
4) D'aprés la question 3) — (4 —=17)= 15 Or li + 2) = +o0, donc:
p q v 9(x) — (4o )—x—+2. x_l}l_il_loo(w = 409, :

lim [g(x) — (42 —7)] =0|

T—r+00

La droite d'équation y = 4z — 7 est une asymptote oblique a C, en +oc.

15
De plus, pour z > —2, 712 > 0:C, est au-dessus de cette asymptote.
X
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Exercice 3 3 points
. (1+2) b
+ Asymptote horizontale. Pour x > 0 assez grand, f(x) = g = zl”, donc, comme ¢ # 0,
z(c+9) c+4
i f(@) =2

. 1 . 1
L'asymptote y = 2 en +oo impose — = 2, soit ¢ = 3
C

« Asymptote verticale. La droite x = —1 est asymptote verticale lorsque le dénominateur s'annule

en —1 (sans que le numérateur s’y annule) : ¢ x (—=1) +d =0,d'ou d = c = %
« Limite en 0. d # 0, donc f est définie et continue en 0 : H% f(x) = f(0) = g
gzldonneb:d:%.
b= % c= % d= % soit  f(z) = ;xf% - 2;;1‘

.. . . 2z +1 , , . ,
Vérification. lim o 2;en —1,le numérateur vaut —1 # 0 et le dénominateur s'annule : z = —1
z—+oo T +
1

est bien asymptote verticale; f(0) = 1= 1.

Exercice 4 2,5 points

1) Pourn=1:(1+z)l=1+zetl+1xx=1+z.
Onal+z > 1+ z:|linégalité est vraie (c’'est une égalité) pour n = 1.

2) f est dérivable deux fois sur [0; +oo[ (fonction polyndme) et, pour tout z > 0
fllz)=n(+2)"",  f(@) =n(n—-1)(1 +2)" >

Commen >2,n(n—1)>0;etl+z >1>0,donc (1+z)"2 > 0.
Ainsi f”(x) > 0 pour tout z > 0 :‘f est convexe sur [0; +oo| ‘

3) f(0)=1"=1et f/(0) =n x 1"~! = n. La tangente T a pour équation y = f/(0)(x — 0) + f(0):

’T:y:na;—l—l‘.

4) f est convexe sur [0;+oo], donc sa courbe Cy est au-dessus de chacune de ses tangentes sur
cet intervalle, en particulier de T':

f(z) Z2nx+1 pourtoutz >0, soit (14+z)">1+nx pourn >2.

Avec la question 1) pour n = 1, on conclut :

‘ (1+ )" > 1+ nx pour tout réel = > 0 et tout entier n > 1.
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