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Exercice 1 6 points

. . . , - 5
1) g(x) existe si et seulement si 2z + 5 # 0, c'est-a-dire x # 3"

g est un quotient de fonctions dérivables, de dénominateur non nul sur D,. Avec u(z) = 3z + 2,
u'(x) =3,v(x) =2x+5,V () =2:

u'(z)v(z) —u(z)v'(z)  3(2245) —2(3x4+2) 62415 — 6z —4 11

g'(z) = v(2)2 - (2x +5)2 - (2x +5)2 - (22 4+5)2 |

Un carré non nul est strictement positif et 11 > 0, donc ¢’(z) > 0 sur D, : g est strictement

croissante sur | —oo; —3[etsur]—3; +oof.
Limites aux bornes (pour compléter le tableau) : pour z # 0, g(z) = 2+7§ donc ¢ tend vers 5

X
en —oo eten +o0; en —g, le numérateur tend vers —12—1 < 0 et le dénominateur vers 0, négatif a
gauche et positif a droite.

T —00 _g +o0o
g'(x) + +
+00 3
2
3
2 —0o0
. . 2 11
Valeurs utiles pour la suite : g(0) = E etg(3) = = 1.

2) Onremarque que u,1 = g(uy). Pourtoutn € N, onnote P(n) : « 0 < upi1 < Uy ».
Initialisation. uy = 3 etu; = g(3) = 1. Onabien 0 < 1 < 3:P(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie. Les nombres 0, u,, 11 et u,, appartiennenta [0; +oo[ C
]—2; 400, intervalle sur lequel g est strictement croissante (elle conserve donc l'ordre) :

0 < tpi1 <up = g(0) < g(uns1) < g(un) (g strictement croissante sur [0; +oo])
— % < Un+42 < Upt (car g(ur) = ug1)
= 0 < Upy2 < Uny1 (car £ > 0).

P(n+ 1) est vraie.
Conclusion. P(0) est vraie et P est héréditaire, donc par récurrence :‘Vn eN, 0< upy1 < up \

3) D’aprés la question 2, (u,,) est décroissante et minorée par 0. D'aprés le théoréme de conver-

gence monotone, (u,,) | converge |vers unréel ¢, avec 0 < ¢ < up = 3.

g est continue sur [0; 3] (elle est dérivable sur Dy) et u,4+1 = g(u,) : la limite ¢ vérifie g(¢) = .
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Comme 2/ +5>0: 3049
2
=12 2—9
245 { <— 30+ 0 + 5¢
<:>2£2+2£—2——0

— Pyr—-1=0.

. —1—+/5 —1+v5
A=12—-4x1x (=1) =5 > 0:deux solutions T\/_ < 0 (exclue, car ¢ > 0) et +\/_
-1
lim wu, = V5 ~ 0,618.
n—+o0o 2

Vérification a la calculatrice : uy = 2 ~ 0,714, u3 = 2 ~ 0,644, us = 1% ~ 0,625 : les termes
décroissent vers 0,618.

Exercice 2 5 points
1) Pourtoutn € N:
1 1 1
w =u - =u =u — —Up — U

n+1 n-—+2 2 n—+1 n+1 4 n 2 n+1
1 1 1 1 1

=zu ——Up =5 |U — —Up | = = Wy

9 n+1 4 n 2 n+1 2 n 2 n

. - . 1 1 1
(wy,) est donc géométrique. Son premier terme est wy = u; — QU0 =5~ 0= 5"

et wo =

5 .

1/1\" /1\"" 1 . 1
2) Pourtoutn € N,w, = woxq" = 5 (5) = <§> .Orw,, = un+1—§un, doluy,+1 = wn+§un:

3) Pourtout n € N, on note P(n) : «u, =n (3)" ».
Initialisation. 0 x (%)0 =0 =g : P(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie. D'apres la question 2:

" 1 "
= <§> +5xn <§> (hypothése de récurrence)

1 n+1 1 n+1
)

— (n+1) (%)nﬂ.
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P(n + 1) est vraie.

Conclusion. Par récurrence, |Vn € N, u,, = n ()" | Vérification : uy = J etus = ug — tug =1 =

1
2><1.

4) Pourtoutn € N:

Uit — = (4 1) (;)nﬂ _n (;)n - <;>n+l (n+1—2n) = (;)nﬂ (1-n).

(%)"+1 > Oet,pourn > 1,1 —n < 0.Donc u,y1 — u, < 0 pourtoutn > 1: (u,) est
‘décroissante a partirdurang 1 ‘

Remarque: u; = uy = % (la décroissance est stricte a partir du rang 2), et u; > ug : la suite n'est
pas décroissante des le rang 0.

5) A partir du rang 1, (u,,) est décroissante et minorée par 0 (car n > 0 et (%)" > 0). D’aprés le

théoreme de convergence monotone, (u,,) | converge |vers un réel .

En passant a la limite dans la relation de la question 2 : lim (%)"Jrl =0car-1< % < 1, et
n——+oo
un+1 tend aussi vers ¢, donc
1 1 .
=0+ < —4=0<«<= (=0. lim u, =0
2 2 n—»+oo
Exercice 3 3 points

1) On factorise par les termes prépondérants :

") (5, G

Up= 20— = (o) x 2
3 (5 +1) 2

2>1ldonclim(5)" =+4o00; -1 < i <let—1< I <1ldonc($)"et(5)" tendentverso,etle

quotient tend vers §+1 = 1. Par produit:| lim u, = +oo|

n——+oo
2) Pourn >1:
3n2+4n+7_n2(3+%+1772)_3+%+nl2 3_1
6n2+1  n2(6+-5) 6+ noteo 602

La suite minorante (constante) tend vers 3, la suite majorante aussi. D'aprés le théoreme des

1
gendarmes:| lim wu, = = |

3) u, estla somme des n + 1 premiers termes de la suite géométrique de premier terme 1 et de

— (3)tt n+l
unzlxl(‘l)g:4<1—<3) >
—3 4
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—1 < 2 < 1donclim (%)”Jrl =0, et Erf up = 4|
mn o

Exercice 4 6 points

Partie 1

1) P(J)=1-0,30—045 =025, Pc(S) =1-2 =%, P/(H) =1- 2 = 3. Onnote z = P;(H),

inconnue pour l'instant (calculée a la question 5).

5
% H
C \
1 S
0,3 6
4
% H
0,45 1%
T
9
0,2
/ H
J \
1—2z S
On sait de plus que P(H) = 33 = 0,65.
5 3 5 1 .
2) P(CNH)=P(C) x Pe(H) =03 % = 15 X ¢ = 7,80t P(CN H) =025 |

3) P(VNS) = P(V) x Py(S) = 0,45 x g — 0,25.
P(S)=1-P(H)=1-0,65=0,35donc P(V) x P(S) = 0,45 x 0,35 = 0,1575.
P(VNS)#P(V)x P(S):les événements V et S\ ne sont pas indépendants |.
(Autre méthode : Py (S) = 5 ~ 0,556 # P(S) = 0,35.)

4) On cherche Ps(V):

PVNnS) 025 [5
Ps(V) = = =|2|~0,714.
s(V) P(S) 0,35 0.7

5) C,V, J forment une partition de l'univers. D’aprés la formule des probabilités totales :
P(H)=P(CNH)+P(VNH)+P(JNH).

Avec P(V N H) = 0,45 x g = 0,2, on obtient P(JN H) = 0,65 — 0,25 — 0,2 = 0,2, donc

P(JNH) 02 [4
s(H) P(J) 025 |5 08
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Partie 2

1) Onrépéte 60 fois, de maniére identique etindépendante (les écoutes sontindépendantes d'apres
I'énoncé), une épreuve de Bernoulli dont le succés « le morceau est de la musique classique » a
pour probabilité p = P(C) = 0,3. X compte le nombre de succes, donc

| X ~ B(60; 0,3) |

2) E(X)=np=60x0,3= : sur un grand nombre de trajets de 60 morceaux, Thomas écoute
en moyenne 18 morceaux de musique classique par trajet.

V(X) =np(l —p)=60x0,3x0,7= (écart type o(X) = /12,6 ~ 3,55).
3) Les valeurs sont données a 10~* prés.

60

a. Pourtout k € {0,...,60}, P(X =k) = (k

>0,3’~c 0,760—%, donc

60
P(X =20) = (20> x 0,320 x 0,74 ~ 10,0931 |.

La probabilité que Thomas écoute exactement 20 morceaux de musique classique est d'en-
viron 9,3 %.

b. Ala calculatrice (fonction de répartition binomiale, binomFRép ou BinomialCD avec n = 60,

p=0,3):
P(X <20) ~[0,7622]

La probabilité que Thomas écoute au plus 20 morceaux de musique classique est d’environ
76 %.

c. X prend des valeurs entiéres, donc P(15 < X < 35) = P(X <35) — P(X < 15):

P(15 < X <35) ~0,999999 — 0,243 784 ~ | 0,7562 |.

La probabilité que Thomas écoute entre 16 et 35 morceaux de musique classique est d'en-
viron 76 %.

d. Par définition d'une probabilité conditionnelle, avec {X > 10} N {X < 30} = {10 < X <
30} :
P(10 < X <30) P(X <30)— P(X <10)

Px=10(X < 30) = —
x>10(X < 30) P(X > 10) 1— P(X < 10)

A la calculatrice, P(X < 10) =~ 0,013878 et P(X < 30) ~ 0,999 636, d'ou :

0,985 758
Px~10(X < 30) = 0988138 0,9996 |.

Sachant que Thomas a écouté plus de 10 morceaux de musique classique, la probabilité
qu'il en ait écouté au plus 30 est d’environ 99,96 % : c'est presque certain.
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