A Produit scalaire, équations cartésiennes et analyse - Sujet 33 - Corrigé
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Pour chaque question, la bonne réponse est encadrée; la justification, non demandée dans le sujet,
est donnée pour comprendre.

Exercice 1 6,5 points

1. Réponse @ Pour chaque point, on cherche ¢ grace a la premiéere coordonnée x = 1 + ¢, puis on
contrble les deux autres :

*(1;3;—-1):t=0donney=—-1#3; (1;—-1;0):t=0donnez=2+#0;
* (0; —4; =3):t=—1donney = —4 mais z = 3 # —3;

* (4;8;—1):t=3donney =—-1+4+9=_8etz=2—-3=—1:lepoint appartient a (d).

2. Réponse . Les coefficients de I'équation donnent un vecteur normal 7y(2; —3; —1). Or
(8; —12; —4) = 41 : ce vecteur est colinéaire a 77y, donc normal & P. Les autres propositions
ne sont pas colinéaires a 77 (par exemple (4; —6; 2) = 2 x (2; —3; 1) : mauvais signe sur la 3¢
coordonnée).

3. Réponse @ Dans un repére orthonormé :
G- T=2x14+1x3+(-1)x2=2+3-2=[3]

4. Réponse @ Les vecteurs normaux i(1; —2; 1) et i’(2; —1; 3) ne sont pas colinéaires (3 #
=;) : les plans sont sécants selon une droite. Les réponses A (vide) et B (un point) sont donc

fausses.
Pour la réponse C : le point (—3; Z; 0) appartient bien aux deux plans (-3 — 3 + 3 = 0 et
—1 — 2 4 4 = 0), mais le vecteur directeur proposé @(5; —1; —7) vérifie

n-w=5+2-7=0 et @ - wW=10+1-21=-10#0.

w n'est pas orthogonal a 77’ : la droite proposée n'est pas contenue dans P’. Aucune des trois
réponses n'est exacte.

Remarque : l'intersection est la droite passant par (—g ; % ; 0) et dirigée par (—5; —1; 3).

e ) « 7. N - —. 2 -1
5. Réponse . Aucun des vecteurs n'est colinéaire a un autre (par exemple @ et v': ¢ # =), donc
A est fausse. On chercheaetbtelsque W =au + b7

a+2b=-2 3b=—-6 (Li+ L3) b=-2
2a—b=6 <— a=b+4 <= a=2
—a+b=—4 2a —b=6 4 + 2 = 6 (vrai)

Donc w = 24 — 2v': les trois vecteurs sont coplanaires.
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Exercice 2 2,5 points

—
On se place dans le repére orthonormé (A; @,E,AA’) (le cube est daréte 1) : B(1;0; 0),
C(1;1;0),D(0; 1;0), A(0;0; 1), B'(1; 0; 1), C"(1; 1; 1).
—
6. Réponse [C|. AC(1;1;0) et C'B'(0; —1; 0), donc
T
AC-C'B' =1x 041 x (1) +0x0=[—1]

R — . .
Sansrepére: C'B' = CB, et le projeté orthogonal de C sur (CB) est C, celuide Aest B: AC-CB —
BC.CB=-BC?= 1.

7. Réponse . I estle milieude [A'B’]: I (;0;1). Alors

_1
2

mw|1]|, 1B

-1 —1

1 3 1 V5
ID=y/>+1+1=" IB =/~ 1= 2",
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O Nl

, m-ﬁ:—iJrOle:Z,

Exercice 3 4 points

8. Réponse Al A c D:z = 0convient; —6a+6 =0 < a = 1,etalorsy =4 —9 = —5: clest
bien A.

AeP:3x0—-2x(=5)—10=0.Lepoint A appartientaD etaP.
9. Réponse @ ﬁ(l; 5;1), ﬁ(—l; —2:0), R"(—Q; —7; —1). Dans le repére orthonormé :
AB-AC=-1-1040=—11, BA-BC=2+35+1=38, CA-CB=2+1440= 16.

Aucun de ces produits scalaires n'est nul : le triangle ABC n'est rectangle en aucun de ses
sommets.

10. Réponse [C|. Un vecteur directeur de D est @(—6; 4; 0) et un vecteur normal de P est
7i(3; —2;0). Or @ = —27 : le vecteur directeur de D est normal au plan, donc D et P sont
perpendiculaires (ils se coupent en A).
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11. (Bonus) Réponse . Les droites (AB) et D passent toutes deux par A. Leurs vecteurs direc-

teurs E(l ;55 1) etu(—6; 4; 0) ne sont pas colinéaires (3¢ coordonnée), donc les droites sont
sécantes en A. Enfin
AB-ii— —6420+0 =14 £0,

donc elles ne sont pas perpendiculaires.

Exercice 4 7 points

. 3
12. Réponse Al g(1) =1+2—3=0.Pourz > 0,¢'(z) =2z + 2+ —,donc ¢/(1) =2+ 2+ 3 ="T.
X
La tangente a pour équation y = ¢'(1)(z — 1) 4+ g(1), soit

=761}

13. Réponse . Forme indéterminée « +o0o — oo » : on factorise par x pourz > 0 :

f(x):m(se:_1>.

xT

. . . e R .
Par croissances comparées, lim — = +oo, donc la parenthése tend vers +co et, par produit,
Tr—r

+oo I
lim f(z) =|4o0]

T—+00

14. Réponse . f'(x) = 322 — 78x 4+ 315 = 3(x — 5)(x — 21) et f’(x) = 62 — 78 = 6(x — 13).

« f"(z) < Osur[0; 13[ et f”(x) > 0sur]13; 30] : f est concave sur [0; 13] et convexe sur
[13; 30], donc A et B sont fausses (f n'est pas concave sur [13; 21]).

+ f” change de signe en 13 : ¥ admet un point d'inflexion d’abscisse 13.
« f"<0sur0; 5]: f'yestdécroissante, donc D est fausse.

. . . 2
15. Réponse . Pour n > 1, on factorise par n; comme hrf —=0:
n—+oo N

Up = s = 32, lim vn:.

Ta(lrD) 1r2 e

16. Réponse . Si (uy,) est croissante, alors pour tout n, v, > wu, > ug : (v,) est minorée par wy.
Les autres affirmations sont fausses : avec u, = 1, w, = 3 etwv, = 2 + # la suite (v,)
diverge (A fausse); avec v,, = 2, elle converge (D fausse); avec u,, = v,, = 1 — n%rl etw, = 3,0n
avy =0 < 1(Cfausse).

17. (Bonus) Réponse . Pourtoutn > 1, u,, < u,1 :la suite est croissante (a partir du rang 1). De
plus u, 11 < % < 1: elle est majorée par 1. Par convergence monotone, (u,,) converge.
La limite n'est pas forcément 0 : la suite constante u,, = —1 vérifie 'hypothése et converge vers
—1 (C et D fausses).

18. (Bonus) Réponse . Pour tout n, u,+1 > n+ 1 > u, : la suite (u,) est strictement croissante.
A est fausse (N < uy < N +1). Comme u,, > n, par comparaison lirf u, = +o0o:CetD sont

n——+0oo

fausses.
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