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Exercice 1 6 points

Partie A

1) Pour tout réel z, e* > 0, donce” +1 > 1 > 0: le quotient f(x) est strictement positif.
X

De plus ¢* < e + 1; en divisant par e* + 1 > 0, on obtient < 1.

et +1

‘Pourtout réel z, 0 < f(z) < 1.‘

2) f estdérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule
pas.

, [
Avec u(z) = €%, v(z) = * + 1, u/(z) = v/(z) = e” et (E) wv—uv,

2
v v
f,(x):ex(equl)—exxex: e’
(e7 +1)° (e” +1)°

Pour tout réel z, ¢* > 0 et (¢* + 1)? > 0, donc f/(z) > 0.

\ f est strictement croissante sur R. \

Partie B

On remarque que, pour tout n € N, w11 = f(uy).

1) Pour tout entier n > 1, on note P(n) : «0 < u, < 1».
3

Initialisation (n = 1). u1 = f(ug) = f(3) =
donc P(1) est vraie.
Hérédité. Soit n > 1 tel que P(n) soit vraie : 0 < u,, < 1.
u, €stun nombre réel, donc d'apres la partie A, question 1,0 < f(uy,) < 1, c'est-a-dire 0 < up41 <
1:P(n+1) estvraie.
Conclusion. P(1) est vraie et P est héréditaire, donc par récurrence :

éeﬁ- D'aprés la partie A, question 1,0 < f(3) < 1,

\pourtout entiern>1, 0 <u, < 1.\

2) Pourtoutn € N,onnote Q(n) : «up1 < up »
3

Initialisation (n = 0). u; = 387
(§]

1 < 1 (question précédente) et uy = 3, donc u; < ug : Q(0) est

vraie.
Hérédité. Soit n € N tel que Q(n) soit vraie. La fonction f est croissante sur R (partie A) :

Un+1 < Up,
= f(unt1) < f(un) (f estcroissante sur R)
< Upi2 < Upil-

Q(n + 1) est vraie : la propriété est héréditaire.
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Conclusion. Q(0) est vraie et Q est héréditaire, donc pour toutn € N, w1 < uy, :

la suite (u, ) est décroissante.

Exercice 2 7 points

1) uy =3ug—2x 0+3=3x0+ 3 donc|u; = 3]
u2:3u1—2><1+3:9—2+3,d0nc.

2) a. Pourtoutn € N,onnote P(n): «u, = n».
Initialisation. up = 0 > 0: P(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N tel que P(n) soit vraie.

Up =N
<~ 3u, = 3n (on multiplie par 3 > 0)
< 3u, —2n+3>3n—2n+3 (onajoute —2n + 3)
= Upt1 2N +3
= Upi1=n+1 (carn+3>n+1).

P(n + 1) est vraie : la propriété est héréditaire.
Conclusion. Par récurrence, | u,, > n pour toutn € N. \

b. Pourtoutn € N:
Upt1 — Up = 3Up — 20+ 3 — up = 2up — 20+ 3 = 2 (uy, — n) + 3.

D'apres la question précédente, u,, — n > 0, donc u,+1 — u, > 3 > 0.

La suite (u,) est strictement croissante.

3) a. Pourtoutn e N:
Upg1 =Upr1 — (n+1)+1=3u, —2n+3—n
=3uUp —3n+3=3(up, —n+1) =3u,.

Deplusvg =up—0+1=1.

(v,,) est géométrique de raison 3 et de premier terme vy = 1.

b. D'apres la question précédente, pour tout n € N, v, = vy x 3" = 3".
Orv, =u, —n-+1,doncu, =v, +n—1,dou:

u, = 3" +n — 1 pourtoutn € N. |

(On peut aussi le démontrer par récurrence i ug = 3°4+0—1 =0, et si u,, = 3" +n — 1, alors
Upp1 =3" M +3n—3—-2n+3=3"" + (n+1)-1)
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c. On sépare la somme en trois sommes :
n n n n
Sa=d (3 +k-1) =38 +> k-3 1.
k=0 k=0 k=0 k=0
+ somme des termes d’'une suite géométrique de raison 3 # 1 :

zn:?)k_l—3"+1 BEGAE
Pt 1-3 2

|
S h— 0414 an D,

2
k=0

3

. 1=n+1(ilyan+1termes).
k=

o

Done +1 +1 2
3" -1 nn+1 3" —14n“+n—2n-—2
2 2 2
soit
Sn:3”+1+n2—n—3
2
« 2 4 —2 —
Controle:52:¥:13:0+3+10.
Exercice 3 7 points

1) a1:%x0+5,donc; b1:3><0+2><1+1,donc.

2) a. Pourn =1, laboucle est parcourue une fois :
0
+ a prend la valeur 3 +5=25;

« bprendlavaleur3 x 5+2 x 1+ 1= 18, car a vaut déja 5.

L'algorithme affiche [a = 5 et b = 18],
a = 5 = ap est correct, mais b = 18 # b; = 3 : les résultats ne sont pas cohérents. Le
calcul de b utilise la nouvelle valeur de a (c’est-a-dire a, 1) au lieu de I'ancienne (a,,).

b. Il faut calculer b, ., avec a,, donc avant de modifier a. Deux corrections possibles :

+ échanger les deux lignes de la boucle : d'abord b < 3a + 2b + 1, puis a < g +5;

+ ou sauvegarder I'ancienne valeur : ¢ + q, puis a < g + 5, puis b + 3¢+ 2b+ 1.

(Echanger les lignes suffit ici car le calcul de a,,,; n'utilise pas b.)
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3) a. Pourtoutn e N:
1 1 1 1
un+1:an+1—10=Ean+5—10=§an—5=§(an—10)=5un.

De plus ug = ag — 10 = —10.

(u,) est géométrique de raison % et de premier terme uy = —10.

1 n
b. Pourtoutn € N, u,, = —10 x <§) ,eta, =u, +10:

1\"

1 n
4) Pourtout n € N, on note P(n): «b, = —31 4+ 12 x 2" + 20 x (5) ».

2
Hérédité. Soit n € N tel que P(n) soit vraie. Avec la question 3)b. :

1 0
Initialisation. —31 + 12 x 20 + 20 x (—) =—-314+12+20=1=bg : P(0) est vraie.

b1 = 3an + 20, + 1
=3(10-10x (3)") +2(-31+12x2"+20 x (3)") +1
=30-30x (§)" —62+24x2"+40x (3)" +1
=-31+12x2x2"+20x 3 x (3)"
— 31412 x 2" 420 x ()",

P(n + 1) est vraie : la propriété est héréditaire.
Conclusion. P(0) est vraie et P est héréditaire, donc par récurrence :

by = —31+12 x 2" +20 x (3)" pour tout n € N.

Contréle:b; = —31+244+10=3etby=—-31+484+5=22=3x5+2x3+ 1.
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