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Exercice 1 6 points
Partie A

1) a. Silon a pioché une boule blanche dans U; et qu'on I'a placée dans Us, I'urne U, contient
alors 1 boule noire et 3 + 1 = 4 boules blanches, soit 5 boules. Les tirages étant équipro-

bables : .
Pr(N2) = - =02}

. ) 4 _
b. Lurne U; contient 4 boules noires sur 10 : P(N;) = 0 0,4et P (N;) =0,6.
Si I'on a pioché une boule noire dans Uq, 'urne U, contient 2 boules noires et 3 boules
2 _
blanches : Py, (N3) = 5= 0,4 et Py, (N2) = 0,6.
Enfin Py~ (N2) =1-0,2 =08,

Ny
0,4 \ .
0,6 e
N.
0,6 % 2
N,
0\78 E

2) P(N1 N Ny) = P(N1) x Py, (Na) = 0,4 x 0,4 =0,16

3) N; et N; forment une partition de l'univers. D’aprés la formule des probabilités totales :
P(Ny) = P(Ny N Ny) + P (Ny N N2) =0,16 + 0,6 x 0,2 =0,16 4 0,12 = .

4) On cherche Py, (N1) :

P(NiNNz) 012
P(Ny) 028

— 3
Pn, (N7) = - ~|043].

Partie B

1) On répéte n fois, de fagon identique et indépendante, une épreuve de Bernoulli dont le succes
« piocher une boule noire dans l'urne U, » a pour probabilité p = 0,28. La variable X compte le
nombre de succes, donc X suit la | loi binomiale de parameétres n et p = 0,28 |

2) Pour tout entiern > 1:

1-0,72" >0,9 < 0,72" <0,1
<= nlIn(0,72) < In(0,1) (la fonction In est strictement croissante)

0> In(0,1)

In(0,72)

(on divise par 1n(0,72) < 0)
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In(0,1)
1n(0,72)
Controle : 1 — 0,727 ~ 0,8997 < 0.9 et 1 — 0,728 ~ 0,9278 > 0,9.

Or

~ 7,01, donc le plus petit entier qui convient est |n = 8|

3) 0,72" = P(X = 0) est la probabilité de ne jamais piocher de boule noire dans U, au cours des
n expeériences, donc 1 — 0,72" = P(X > 1) est la probabilité de piocher au moins une fois une
boule noire dans Us.

Conclusion : il faut répéter I'expérience au moins 8 fois pour que la probabilité de piocher au
moins une boule noire dans l'urne Us soit supérieure ou égale a 0,9.

PartieC

1) Untirage simultané de deux boules parmiles 10 boules de U; est une combinaison de 2 éléments
parmi 10 :

10 10x9 . .
< ) ) = 2X =|[45]tirages possibles.

2) On choisit une boule noire parmi les 4 noires et une boule blanche parmi les 6 blanches :
4 6 .
L) <[ )=4x6= [24] tirages.

3) Les tirages étant équiprobables, on distingue trois cas pour les deux boules placées dans U; :

4
. R 6 2, ) .
+ deux noires (évenement NN) : P(NN) = 5125) = 5= 1 I'urne U, contient alors 3 noires
3 1
et 3 blanches, donc Pyy(N3) = 6= 3
. Ly 24 8 . .
* une noire et une blanche (événement NB) : P(NB) = = B; U, contient 2 noires et 4
2 1
blanches, donc Pyp(N2) = 6= §;
L ¢ 151 . .
+ deux blanches (événement BB) : P(BB) = B ;=3 U, contient 1 noire et 5
1
blanches, donc Pgp(Ny) = T
Contréle : 6 + 24 + 15 = 45.
1
NN —_—
2 3 N
15
1
8 % Ny
15 NB -
5 —
3 N
3 1
3 % N,
BB —
5w,
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NN, NB et BB forment une partition de 'univers; d'aprés la formule des probabilités totales :

2 1 8 1 1 1 6 16 5 27
PNy = = — b Sy pmx 2202 20
(Vo) = 5 X5+ 5 *3t3%5 90 T90 T 90~ 00

Comme 0,3 > 0,28, oui : avec cette nouvelle expérience, la probabilité de piocher une boule noire
dans l'urne U, est supérieure a celle de la partie A.

Exercice 2 5 points

1) a u = flug) = f(—1) = (—1)3e !t =| —e ' =~ —0,368 |
ug = f(uy) = (—671)3676_1 = —eBe " =3 & 0,034

b. La boucle for est exécutée n fois et remplace a chaque passage u par f(u), en partant de
ug = —1 : fonc(n) renvoie u,. Donc fonc(2) renvoie us :

‘ fonc(2) =~ —0,034 ‘

2) a. f estle produit des fonctions z — 3 et 2 — e%, dérivables sur R. Pour tout réel z :

fl(z) = 32%e” + 2% = |22 e” (z + 3) |

b. Signe de f’ : pour tout réel z, > > 0 (nul seulement en 0) et e* > 0, donc f/(x) est du
signe de = + 3 (et nul en 0). Ainsi f'(z) < 0sur] —oo; —3] et f/(z) > 0 sur [-3; +oo|, f/
ne s'annulant qu'en —3 et 0 : f est strictement décroissante sur | — oo ; —3] et strictement
croissante sur [—3; +oo|.

Minimum : f(-3) = (—3)3 3= _27e73.
Limite en 400 : lim 2 = +4ocet lim e® = +oo, donc par produit hrf f(z) = +oc.

T——+00 Tr—-+00

Limite en —oo : par croissances comparées, hm z3e® = 0.

—00

On retrouve bien le tableau de variations de Ienonce :

T —00 -3 0 +o00
f(x) — 0 + 0 +
0 400
—27e™3

c. Pour tout entier naturel n, on note P(n) : « =1 < uy, < tpy1 < 0.
Initialisation : ug = —1 etu; = —e~! ~ —0,368, donc —1 < ug < u1 < 0: P(0) est vraie.
Hérédité : soit n un entier naturel tel que P(n) est vraie, c'est-a- d|re 1< up <upsq <0.

La fonction f est croissante sur [—3; +oco[, donc sur [—1; 0]; on peut appliquer f sans
changer le sens des inégalités :

fun) < f(uns1) < f(0) (f croissante sur [—1; 0])

~1
nt+1 < Unt2 < 0.

1< Uup S Upy1 <0 = f( 1) <
< <
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Comme —e~! > —1,onobtient —1 < w41 < Uupyo < 0:P(n+ 1) est vraie.
Conclusion : P(0) est vraie et la propriété est héréditaire; par récurrence, pour tout entier
naturel n,

—1 <t < g1 <O

d. D’apres la question précédente, pour tout n, u, < u,41 : la suite (u,) est croissante; et
u, < 0: elle est majorée par 0.
D’aprés le théoréme de convergence monotone, la suite (u,,) vers une limite ¢
telle que —1 < ¢ < 0 (passage a la limite dans les inégalités larges).

e. Pourtout réel z :

fla)=2 < 2°e"—2=0 > z(2?e¢"—1) =0 + z=0o0u 2°¢" —1=0.

L'unique solution de z2 e* — 1 = 0 est strictement supérieure a -, donc elle n'appartient pas
a[—1;0]. Comme/ € [—1; 0] est solution de f(x) = x, on obtient

=0
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Exercice 3 5 points
1
1) (dy) passepar A(1; 2; —1) eta pour vecteur directeur ] | 2 | ; une représentation paramétrique
0
de (dy) est:
=1+t
y=2+2t teR
z=—1
0
2) D’apres sa représentation paramétrique, (ds) a pour vecteur directeur (1
1

Les droites ne sont pas paralléles : la premiére coordonnée de @5 est nulle mais pas celle de u7,
donc s'il existait % tel que us = ki, on aurait k = 0, puis s = 0, ce qui est faux. Les vecteurs
ne sont pas colinéaires.

Les droites ne sont pas sécantes : un point commun correspondrait a des réels ¢ et ¢’ tels que

1+t =0 t'=-1
242 =14+t = < t=-1
—1=2+t t=-3

ce qui est impossible (¢ ne peut valoir a la fois —1 et —3). Le systéme n'a pas de solution.
Deux droites ni paralléles ni sécantes sont|non coplanaires ‘

-2
3) Soit7i[ 1 |.Ona
9

-l =-2x14+1x245x0=0 et - W=—-2x2+1x(=1)+5x1=0.

71 est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan P : c’est un vecteur normal a P. Une
équation de P est donc de la forme —2z +y + 52 +d = 0.
CommeAecP:-2x1+245x(—-1)+d=0 < d=5.Ainsi

|P:—22+y+52+5=0.]

4 a. ii-up=-2x0+1x1+5x1=60:levecteur directeur de (dy) n'est pas orthogonal
au vecteur normal de P, donc (dz) n'est pas paralléle a P : la droite (d2) et le plan P sont

|sécants |

b. Le point de (d;) de parameétre ¢ a pour coordonnées (0; 1 +¢; 2+t); il appartient a P si et
seulement si

8
—2x0+(14+t)+52+t)+5=0 <= 6t+16=0 < t:—g.

8 ) 8 2 5) 2
On obtient zp = =l—--=—C,zp=2—-=——,donc|F |0; —=; —= | |
zp =0,yr 3 3 2F 5 3 (07 >
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(=3)
5 a. EF —%—(33) ,soit EF | —
b %

9 1 1 9 1 1
ﬁ-zﬁ:§x1—gx2+§xozo et ﬁ-@:§xo—§x1+§x1:0.

La droite (E'F') est donc orthogonale a (d;) et a (dz). De plus E € (d;) (c’est le point de
., 5
parameétre ¢/ = _§) et F € (da).

D’apres la définition de I'énoncé,

EF estla distance entre (d;) et (d2) ‘

EF:W;)Z(_;)Z(;)Q:F;H:@ %)< o

Exercice 4 4 points

1) Pourz >0: f(z) =0 < 2ln(z) =0 < In(z) =0 < z=1.
La courbe C coupe I'axe des abscisses au point d'abscisse .

2) F estdérivable sur|0; +oo[ et, en dérivant le produit x In(z) :

F'(z) =2 |1 x In(x) + x x é —1] =2[In(z) +1—1] =2In(x) = f(z).

Donc ‘ F est une primitive de f sur]0; +oo| ‘

3) Le domaine noirci est limité par C, I'axe des abscisses et les droites d'équations x = 1 et 2 = z.
Pourz > 1,In(z) > 0 donc f(x) > 0: l'aire, en unités d'aire, est

/lxo f(&)dz = F(zg) — F(1) = 2[zoIn(z0) — x0] — 2[1 x In(1) = 1] =| 2 (w0 In(wo) — w9 + 1) |

4) Equation de la tangente T. Pour z > 0, f'(z) = 2, donc f'(zg) = 2 et f(zo) = 2In(xp). La
X Zo
tangente 7" a pour équation
) 2 2
y = f'(zo)(x — z0) + f(xo) = :E—O(a: —29) + 2In(xy) = . z + 21n(xp) — 2.

Point A. A est sur I'axe des ordonnées : x4 = 0, donc y4 = 21n(zp) — 2.
Point B. B est le projeté orthogonal de M (¢ ; 21In(z)) surl'axe des ordonnées: B (0; 2In(xy)).
Longueur AB. A et B ont la méme abscisse, donc

= lys — ya| = [2In(x0) — (2In(zo) — 2)| = |2 =[2]

La longueur AB vaut 2 quel que soit 2o > 1: c’est bien une constante.
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