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Exercice 1 6 points
Partie A

1) Arbre pondéré (complété avec les résultats des questions 2 et 3) :

0,03 Toor——

0,97 /Oﬂ/A

L'’énoncé donne P(F) = 0,03, Pr(A) = 0,96 et P(A) = 0,0385; on en déduit P (F) =1 — 0,03 =
0,97 et Pp (A) =1 — 0,96 = 0,04. La probabilité Px(A) = 0,01 est établie a la question 3, d'ou
Py (4) = 0,99.

2) a. P(FNA)=P(F)x Pp(A) = 0,03 x 0,96 =[0,0288

b. On cherche P4(F):

P(FNA) 0,0288
PA(F) = - ~[0,7481].
A(F) P(A) 0,0385

Lorsque l'alarme se déclenche, il y a environ 75 % de chances qu’un feu se soit réellement
déclaré.

3) Les événements F et I forment une partition de I'univers. D'aprés la formule des probabilités
totales:

P(A)=P(FNA)+P(FnA) donc P(FnA)=0,0385—0,0288 = 0,0097.

Ainsi :

P(FNA)  0,0097
P=(A) = — = =10,01|
P =" (F) 0,97
4) L'alarme est défaillante lorsque I'événement (F N A)U(F N A) estréalisé; ces deux événements

sont incompatibles, donc la probabilité cherchée vaut :

P (FNA)+ P (FnA) =003 x 0,04 + 0,007
= 0,0012 + 0,0097

Comme 0,0109 > 0,01, non: la probabilité que I'alarme soit défaillante n’est pas inférieure a 0,01.

Partie B

1) On répete 8 fois, de fagon identique et indépendante (tirages assimilés a des tirages avec re-
mise), une épreuve de Bernoulli dont le succés est «l'alarme est défaillante », de probabilité
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p = 0,0109.
X compte le nombre de succes : X suit la loi binomiale de paramétres \ n=238etp=20,0109|

Pour tout entier k compris entre 0 et 8: P(X = k) = (Z) x 0,0109% x 0,98918~*,

2) P(X=1)= (f) x 0,0109 x 0,98917 = 8 x 0,0109 x 0,98917 [ 0,0808 |.

3) On passe par I'événement contraire :
P(X>1)=1-P(X =0)=1-0,9891% ~|0,0839 .

PartieC
Notons Y, le nombre d'alarmes défaillantes parmi les n choisies. Pour les mémes raisons qu'a la
partie B, Y,, suit la loi binomiale B(n; 0,0109), donc
P(Y, >1)=1—-P(Y,, =0) =1 — 0,9891".
On résout, pour n entier naturel non nul :

1-10,9891" > 0,1 < 0,9891" < 0,9
<= nIn(0,9891) < In(0,9) (In strictement croissante sur ]0; +oc)
In(0,9)

— division par In(0,9891) < 0).
= "2 10(0,9891) ( par In(0,9891) < 0)

In(0,9 . . . .
Or l(n()(9;39)1) ~ 9,61. Le plus petit entier qui convient est donc [n = 10].
n ?

Vérification : pour n = 9, 1 — 0,9891° ~ 0,0939 < 0,1; pour n = 10, 1 — 0,9891'° ~ 0,1038 > 0,1.

Exercice 2 5 points
1) Ona lim 2z =—ocoet lim e* =0, donc par composition lim e** = 0.

T——00 X——00 T——00
Ainsi lim (1—e**) = 1et, par produit, lim =z (1 —e*) = —oo0.

Tr——00 T—>—00
Par somme :

lim f(z) = —o0|
T—r—00

2) Pourtoutréel x de] —oco; 1], f(z) = x — ze®® +¢?*. La fonction x — e2® a pour dérivée x — 2¢%?,
et la dérivée de = — ze?® (produit) est 2 +— 1 x e?* + 2 x 2¢2*. Donc :

fl(x) =1— (* + 22e™) + 2™
=14 e*® — 2™

=14 (1 —2z)e*|

3) a. Pourtoutréel z,u(x) = 1 +e** — 2ze** =1 +e?* — XeX en posant X = 2z.
Quand z — —o0, X — —o0; Or Jim XeX = 0 (croissances comparées) et lim ¢** = 0.
——00

T—r—00
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Donc:

xgrfloo u(z) =1\

b. u est dérivable sur| — oo ; 1] et, pour tout = (dérivée d'un produit) :

u'(z) = —2*" 4 (1 — 22) x 2% = (=2 + 2 — 4x)e*™ = .

Comme e** > 0, v/(z) a le signe de —4z : v/(z) > 0siz < 0,4/ (0) = 0 etu/(x) < O si
O<ax <1

Donc u est strictement croissante sur | — oo ; 0] et strictement décroissante sur [0; 1].
w0)=1+1xe’=2etu(l)=1+(1-2)e? =1-e?~ —6,39.

T —0 0 1
u'(x) + 0 —
2
1 1—¢e?
|

c. Sur] — oo; 0] : u est strictement croissante et tend vers 1 en —oo, donc pour tout z < 0,
u(z) > 1 > 0:1'équation u(z) = 0 n'a pas de solution sur cet intervalle.
Sur [0; 1] : u est continue (car dérivable) et strictement décroissante; u(0) = 2 > 0 et
u(1) = 1 — e? < 0, donc 0 est compris entre u(1) et u(0). D'aprés le corollaire du théoréme
des valeurs intermédiaires, I'équation u(x) = 0 admet une unique solution « dans [0; 1].
Finalement, I'équation u(x) = 0 posséde une unique solution oo dans | — oo ; 1].
A la calculatrice : u(0,63) ~ 0,083 > 0 et u(0,64) ~ —0,007 < 0, donc 0,63 < o < 0,64 et

4102 pres.

d. D’apres les variations de u :
u(z) > 0sur| —oo; af, u(a) =0, u(z) < 0surja; 1].

4) Pour tout z de | — oo; 1], f/(x) = u(x). Donc f est strictement croissante sur | — oo ; o] et
strictement décroissante sur [o; 1], avec f(1) =1 x (1 —¢?) +e* = 1.

T —00 « 1
f(x) + 0 -
(a)
f N / \ 1

5) f' = u est dérivable, donc f”(z) = v/(z) = —4xe** pour tout z de ] — oo ; 1].
D’apres la question 3.b, f”(x) > 0sur]—oo; 0[ et f”(z) < 0sur]0; 1]: f” s'annule en changeant
de signe en 0 et uniquement en 0.
Donc f est convexe sur | — oco; 0], concave sur [0; 1], et la courbe ¢ admet un unique point

d'inflexion, d'abscisse 0 : comme f(0) =0 x (1 —1) +1 =1, c’estle point|(0; 1) |
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Exercice 3 4 points

Les justifications ci-dessous ne sont pas demandées dans I'épreuve; elles sont données pour com-
prendre.

1) Réponse E Pour tout entier naturel n :
Unt1 = Upt1 — 2 =0,5u, + 1 — 2 =0,5u, — 1 = 0,5 (u, — 2) = 0,50,,.

La suite (v,,) est géométrique de raison 0,5 (et de premier terme vy = ug — 2 = —2).

3 1 i 1\" .
2) Réponse E Comme 0 < 1 <1, ngg—loo <4> = 0, donc le minorant tend vers 1.

n
+1

1 . . .
Pourn > 1, n ———, qui tend vers 1; donc le majorant 2 — tend aussi vers 1.
n

n+l 1+ L
D'apreés le théoréme des gendarmes, (a,,) converge vers 1.

3) Réponse [c]. Pour tout n, v, x v,+1 < 0 : deux termes consécutifs sont non nuls et de signes
contraires. Les termes de rang pair ont donc le signe de vy = k et ceux de rang impair le signe
de —k. Comme 10 est pair, v1( est du signe de k.
Les réponses a et b ne conviennent pas puisque le signe de k n'est pas connu.

4) Réponse|[c] On fait tourner le programme :

n(0|1|23]4] 5 6 7 8 9 10
u|d|7|13|31|85|247|733|2191|6565 | 19687 | 59053

Tant que u < 50000, on calcule le terme suivant. On s’arréte dés que u = 59 053 > 50000, avec
n = 10 : le programme renvoie 10. A la fin, u contient 59 053 (et non 50 000).

Exercice 4 5 points

Dans le repere (D; 7,7 E) I'unité vaut 1 sur chaque axe: C'(6; 0; 0), A(0; 4;0) et H(0; 0; 4).

1) ‘B(6;4;O)HE(O;4; 4)HF(6;4;4)\et\G(6; 0;4)\.

6 3
2) a. EF 0] et ES [ —2|. Ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires (la deuxiéme coordon-
0 2

née de EF est nulle, pas celle de E5) : ils dirigent le plan (EFS).
7 EF=0x6+1x0+1x0=0 et fi-ES=0x3+1x(-2)+1x2=0.

Le vecteur 77 est orthogonal a deux vecteurs non colinéaires du plan (EF'S) : il est normal
auplan (EF'S).

b. Le plan (EF'S) admet donc une équationde laforme 0 x x + 1 x y + 1 x z + d = 0, soit
y+z+d=0.
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E(0;4; 4) appartient au plan: 4 + 4 + d = 0, d'ou d = —8. Une équation cartésienne de

(EFS)estjy+2z—-8=0|

0
3) a. Ladroite (PQ) passe par Q(2; 3; 5,5) et est dirigée par k|o
1

T =2
(PQ) : y=3 t € R.
z=>5b+t

b. P estle point d'intersection de la droite (PQ) et du plan (EF'S). Son paramétre ¢ vérifie :

3+ (55+t)—8=0 < t=—-0,5.

Doncz=55—-05=5et|P(2;3;5)|

0
c. ]@ 0 |,donc PQ = /024 02 + 0,52 =| 0,5 |. Lantenne mesure 0,5 unité de longueur.

0,5
6 0
4) Un vecteur directeurde A est @ | —4 | ;il n'est pas colinéairea k | 0 | (sa premiere coordonnée
4 1
n'est pas nulle). Les droites (PQ) et A ne sont donc pas paralléles : elles sont sécantes ou non
coplanaires.

On cherche s'il existe des réels ¢ et s tels que :

2= -4+ 6s s=1 .
S =
3=7T—4s <+—= <(s=1 <—
t=20,5
50 +t=2+4s t=2+4-55

Le systéme a une solution : les droites (PQ) et A sont sécantes, au point M/ de parametres = 1:
M(2;3;6)|

Les points du segment [PQ] ont pour cote » comprise entre 5 (en P) et 5,5 (en Q), c'est-a-dire
t € [-0,5; 0]. Or M a pour cote 6 > 5,5 (t = 0,5) : M n‘appartient pas au segment [PQ)].
Loiseau ne percute pas I'antenne : il passe a la verticale de I'antenne, 0,5 unité au-dessus de
son extrémité Q.
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