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Exercice 1 7 points

1) Pour tout entier naturel n, u,, = 2025 ¢™ avec 0 < ¢ < 1, donc In(q) < 0.

2024

u, <2024 <= ¢" < 2025 (on divise par 2025 > 0)
2024 . . .
<= nln(q) <In <28—25> (la fonction In est strictement croissante)
In (3221) y
= n> (1 10-10) (on divise par In(q) < 0)
In (M)
Or — 2025/ ~ 49394913
I —10-1) 939491,3

Les termes de la suite sont inférieurs a 2024 a partir du rang |n = 4939492 |.

Contréle :In (1 —1071%) ~ —1071% dotn > 10'%1n (3533 ) ~ 4939491 : méme ordre de grandeur,
la raison trés proche de 1 explique ce rang énorme.

2) On utilise In(a) 4 In(b) = In(ab) et In (a™) = nln(a) :

(2\/§+1) (2&—1):(2\6)2—12:8—1:7,

Aln (2\/5 + 1) +4ln (2\/5 - 1) —51n(49) = 41n(7) — 51n (72) = 41n(7) — 101n(7) = [—61n(7) ]

3 . .
3) Faux. Pour z > 5 onal—x < 0:lenombreln(1 — z) n'existe pas, donc le membre de droite
n'est pas défini.

; . 3
CeqU|estvra|:pourx>5,2x—3>0et\/(1—x) =|l-z|=2-1>0,donc

2¢ — 3 1

4) a. Pourtoutréel z:

2+21In(2) 1+ 1In(2)
= r= ——.

=4 = 4 —-2=In4) = =z T — 5

)| 1+1n(2)
S = { — }
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b. Conditions d’existence :3 —2x > 0et2x — 1 > 0, soitx c ] 5

N W

[. Sur cet intervalle :

In3—-2z) —2=mIn(2z—-1) <= In(3—2z) —In2z —1) =2
3— 2z
— ln<2x_1) =2
— 3-2r=¢*(22 1)
> 3+e’ =1z(2+2¢7)
3+e?
2(1+e2)’

— I =

N

?

N |

Ce nombre (= 0,62) est bien dans }

S = 3+e _
2 + 2¢2

c. Conditions: z > 0 etln(x) # 0, soitx €]0;1[U]1;+oo[. Onpose X =In(z), X #0:

[:3-|—e2>1-|-e2et3+e2<3-|—3e2.

1 2
X—=> g —

5X2—2X—5>
X

0.
5X

Le trinbme 5X?2 — 2X — 5 a pour discriminant A = 44+ 100 = 104 = 4 x 26 > 0; ses racines

sont
29226 1-+2 142
=== 6 _ - 0~ 0820 et Xp— +T6 ~ 1,220.

Comme v26 > 1,ona X; < 0 < Xs.

X1

X —00 X1 0 X +oo
5X%2-2X -5 + 0 - - 0
5X - - 0 +
quotient — 0 + - 0
1—+26 1++v26 . 1 —14/26
Donc X € ]T ;0 [ U +T ;+oo |, C'est-a-dire — < In(z) < 0ouln(z) >
14+ v26 . . . . .
+T' La fonction exponentielle étant strictement croissante :
S= }el_g/%;l[u]eHﬁ;—{-oo
1—-v26 1+v26

Valeurs approchées : e 5 =~ 044l ete” 5 =~ 3,387, soit S ~]0,441;1[U]3,387 ; +oo|.

5) Ensemble de définition. |l faut z > 0 et 1 — In?(x) # 0, c'est-a-dire In(z) # 1 et In(z) # —1:

Z5=[]0se7 [ U Je " se[ Ules+oof|.

On écrit 1 — In?(z) = (1 — In(x)) (1 + In(x)).
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En0. lim zIn(z) = 0 (croissances comparées) et lim (1 — In*(z)) = —oo, donc
xz—07F z—07F

lim f(z)=0|

z—07t

Ene ! lim zln(z) = —e ! <0;1—In(x) = 2et1+In(z) — 0,avec 1 +In(z) > 0 pour z > e~*

r—e1

et < 0 pour z < e~!. Donc

lim f(z) = +oo| et lim f(z) = —o0|.

z—e~ 1 x<e ! z—e~1 x>e~1

Ene. 1i£)nxln(3:) =e>0;1+1In(x) »>2etl—In(z) — 0,avecl —In(z) >0pourz <ecet<O0
r—e
pour x > e. Donc

sithee T (0) = Hoo] et ], I, ) = ooy

En +occ. Pour x > e,In(z) # 0 et

xIn(x T 1
f(a:)=12 (1) N i) < LT
n (l‘) (m — > In?(z)
li = +oo (croissances comparées) et i N 1) =-1,donc
et In(z) 0 P w150 \ In2(x) -
Exercice 2 6 points
2 1
1) f(x) existe si et seulement si1 — 2z # 0 et 1I+2 > 0.
— X
x —00 —% % +00
2z + 1 - 0 + +
1— 22 + + 0 -
2x+1
1——5x - 0 + -

Donc 7y = ]—%é[

2) 9y est symétrique par rapport a 0 et, pour tout z € Z; :

0= (155) =n((75) ) = n () =
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1 2
3) En—§:2x+1—>0+et1—2:c—>2,donc

1
vl 0%; comme lim In(X) = —oo, par
— 2T X—0t

composition| lim f(x) = —o0|.

1 2 1
En§:2x+1—>2et1—2x—>0+,donc 1$+

— 400 et| lim f(z) = +oo | (cohérent avec
— 2z x%%

I'imparité).

4) Sur Z¢,2x+1>0etl—2zx>0,donc f(z) =1In(2x + 1) — In(1 — 2z) et

2 —2  2(1—2z)+2(2z+1) 4

M= i 1o ™ @eni-20 142

Sur 74,1 — 42? = (1 — 2z)(1 4 22) > 0,donc f’(z) > 0: f est strictement croissante. De plus
f(0) =1In(1) = 0.

. |- !
f'(@) +
+00
f /
—0o0
5) f'(x) =4 (1 —42?)"", donc
2 32z

f(x) =—4 x (—8z) (1 —4a®) " = )

Le dénominateur est strictement positif : /”(x) a le signe de z.

1 1 . S .
f est|concave sur ] ~5 ;0] et | convexe sur [0; 3 [ ;le point O(0; 0) est un point d’inflexion de

la courbe.
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Exercice 3 7 points
Partie A : une inégalité

1) lim zIn(z) = 0 (croissances comparées) et lim (1 —z)In(1 —x) =1 x In(1) = 0.
z—07t z—0t

Donc lim f(x) =0 = f(0):| f estcontinueen 0|
z—0t

2) Pourz €]0;1][:

f(x) — f(0) In(1 —z)
DA n(z) - (1—2) ——2,
- n(e) = (1—2) ——
On sait que lim In(1+7) = 1 (nombre dérivé de Inen 1); avec h = —z, lim In(1 - 2) = —1,
h—0 h =0+ x
donc lim (1 — x)M =—1.

z—0t
Comme lim+ (—1In(z)) = 400, le taux d'accroissement tend vers +oc.
z—0

Donc ‘ f n'‘est pas dérivable en 0

; la courbe ¥ admet une tangente verticale a l'origine.

3) Pourz €]0;1,z>0etl—z>0:

1
In(l—z)—In(z) >0 <= In(l—2z)>In(z) <= l—-z >z — z <3

«[od]

4) Sur]0;1[, z — zIn(z) est dérivable (produit) et z — (1 —z) In(1 — z) aussi (1 —z > 0, composée
puis produit); donc f est dérivable sur |0; 1] et

f’(x)z—(ln(a:)-l—mxi) - <—1n(1—x)+(1—m)x : ):—1n(:c)—1+1n(1—x)+1,

— X

f'(z) =In(1 — ) —In(z) |

5) D'aprés 3), f'(z) > 0sur]0; 5[, f/(z) < 0sur]3;1[ (inégalités renversées) et f’ (3) = 0 (f n'est
pas définieen 0 et en 1).

F(3) = () () = m (1) <

T 0 : 1
f(x) + 0 -
In(2)
f 0 / \ 0
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6) Pourtoutz € [0;1],1 —2 € [0;1]. Pourz €]0;1[:
fA—z)=-1-2z)ln(l-2)—-1-(1—-2)n(1—-(1—2)) = —(1—2)In(l—z)—zln(z) = f(x),
et f(1-0)=f(1)=0=f(0), f(1—=1)= f(0) = f(1).

Les points M (z; f(x)) et M'(1 — x; f(x)) sont symétriques par rapport a la droite d'équation
z = § (milieu d'abscisse 3, méme ordonnée) :

la droite x = % est un axe de symétrie de ¢ |.

7) Tangentes : verticales en O et en (1;0) (par symétrie), horizontale au sommet (3 ;In(2)), avec
In(2) ~ 0,69.

In(2)

8) Sia>0,b>0eta+b=1alorsacl0;1[etb=1—a Commeln (i) =—In(a):

aln <2> +bln <%> — _aln(a) — (1 —a)In(l —a) = f(a).

D'aprés le tableau de variations, le maximum de f sur [0;1] est In(2), atteint uniquement en 1
(stricte monotonie de part et d’'autre). Donc

N | =

1 1 e e .
aln (5) +bln (5) < In(2)|, avec égalité si et seulement si|a =b =

Partie B : généralisation

. e L. 1 1-1¢
1) Soit g définie sur ]0; +oo] par g(t) = In(t) — t + 1. g est dérivable et ¢/(t) = . 1= —
Sur ]0;1], ¢'(t) > 0: g est strictement croissante; sur [1;+oc], ¢'(t) < 0: g est strictement
décroissante. Son maximum est g(1) = 0.
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Donc pour tout ¢ > 0, g(t) < 0, soit|In(¢) < ¢t — 1|, et par stricte monotonie g(¢) < O pourt # 1:

I'inégalité est \ stricte pour tout ¢ # 1 | (égalité seulement pour ¢ = 1).

2) On applique 1) at = 1 >0:
pag

. . 1 1
puis on multiplie par ay > 0:|axIn (—) < — —agl
pag p

Il'y a égalité si et seulement si ¢t = 1, c'est-a-dire pay = 1, soit a,, = —

3) Pour tout £, In (L> =1In <i> — In(p), donc
bag

ay

p
1 1 —1 =H,—1 x1=|H,—1 .
Zak o) - Zak (5 ) )Y ok =y 1) )~ n(p)
4) On additionne les p inégalités de la question 2) :

1 -~ (L = L - =1-1=0
U TEA SIS S

k=1

Donc| H, < In(p) |

1 1
5) Pour chaque k, posons dj, = (— — ak.) —agIn <—) >0.0naln(p) —H, =di+da+---+dp.
p pag

Une somme de nombres positifs est nulle si et seulement si chacun est nul; d'apreés 2),

dp =0 < ap = -

Donc H, = In(p) si et seulement sija; = as = --- = a, = — |(etl'onabien }_ a; = 1). Pourp = 2,

1 .
onretrouvea =b = 5 de la partie A.
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