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Calcul intégral - Sujet 4 - Corrigé

Exercice 1 6 points

Baréme indicatif, en points : 1) a. 1, b. 3, 2) 2.

1) a. Entragant les deux courbes C; et C, a la calculatrice, on conjecture que :
* Cy estau-dessus de C, sur] — oo; 1] et sur [5; +oof;
* Cy esten dessous de C, sur [1;5];

* les courbes se coupent aux points d'abscisses 1 et 5.

b. On étudie le signe de la différence. Pour tout réel x :
f(z) —g(x) =22* =3z +1 - (:c2+3:v—4) =% — 62+ 5.
Le discriminant vaut A = (—6)? —4 x 1 x 5 = 36 — 20 = 16 > 0, d'ou deux racines :

64 644

rp=——=1 et x2 5 5, donc f(z) — g(z) = (x — 1)(z — 5).

Un trindbme est du signe de son coefficient dominant (1 > 0) a I'extérieur de ses racines :

x —00 1 5 +oo

f(x) —g(x) + 0 — 0 +

Donc :

C; estau-dessusde C, sur] —oo;1]U[5;+00[| et |Cyestendessousde(C, sur[l;5]]

les courbes se coupant aux points d’abscisses 1 et 5. La conjecture est démontrée.
2) Sur[2;4] C [1;5],0onag(z) > f(x):I'aire du domaine est donc

A=/24 (g(x)—f(x))da::/4(—x2+6x—5)dx= [—%3—1-3902—595]4

2
64 8 20 2 22
= (-2 448-20)—(-"+12-10) == (=) ==,
< 3 " ) <3+ ) 3 (3) 3

. . 22
L'aire du domaine est| A = 3 u.a. |~ 733 ua.

Terminale - Spécialité Mathématiques




N

malilee.ac

Calcul intégral - Sujet 4 - Corrigé

Exercice 2 14 points

Baréme indicatif, en points : 1) a. 1,5;b. 1;2) a. 2,5;b. 1;¢. 2, 3) 2, 4) a. 1,5; b. 2,5.

1) a.

2) a.

F est dérivable sur [0; 1] comme produit de fonctions dérivables. On pose u(z) = -1 — =
etv(z) = e! =%, avecu/(z) = —1 etv/(z) = —e!~*. Pourtout x € [0; 1] :

Fl(z) =/ (z)v(z) + u(z) v (z) = —e! ™% + (=1 —2) (—el_‘r)

=" (A+p)e =TT (1 +142) =2 = f(2).

Donc | F' est une primitive de f sur [0;1]|.

D’aprés la question précédente :

I = /01 zel™dz =F(1) - F(0) = (-2)e® — (=1)e! = =2+,

donc 1= 2]

Soit n € N*. On pose, pour z € [0; 1] :
u(a:) = xn—l—l’ U/(-T) = (n + ]_) In, ’U/(;lj) = el—az, ’U(I) — _el—a:‘

Les fonctions u et v sont dérivables sur [0;1], & dérivées continues. Par intégration par
parties :

1 1 1
I = / 2" el ™ dg = [— " el_x]o - / (n+1)z" (—el_a’) dz
0 0

1
= (—1xeo)—0+(n+1)/ el Tdr = -1+ (n+1)I,.
0

Donc, pour toutn € N*, | I,41 = (n+ 1) I, — 1|

. Avecn =1:I =21 — 1 =2(e —2) — 1, 80it| I = 2e — 5| ~ 0,437.

La fonction prend en argument I'entier n; la variable k parcourt les rangs de 2 a n (dou
range (2, n+1)) et la relation de la question 2.3, écrite aurang k, donne I, = k I;, 1 — 1:

1 |from math import exp

2 |def termes(n):

3 I = exp(1) - 2

4 L = [I]

5 for k in range(2, n+1):
6 I = kxI - 1

7 L.append(I)

8 return (L)

Variante: for k in range(l, n):avecI = (k+1)*I - 1.
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3) Pour tout n € N*, par linéarité de l'intégrale :

1 1
Inyi— 1, = / (acn'H - x") el T dr = / " (x—1) el dz.
0 0

Pourtoutx € [0;1]: 2" > 0,e!"* > 0etx — 1 < 0,donc 2™ (z — 1)e! =% < 0.
Par positivité de I'intégrale (bornes dans l'ordre croissant, 0 < 1), I,41 — I, < 0.
La suite| (1,,) est décroissante |.

4) a. Soitz€[0;1]etn > 1.

0<2<1l <= -1<-2<0+= 0<1-2<1 = " <el™ <e!

car la fonction exponentielle est croissante sur R. En multipliant par 2™ > 0:

et comme z™ > 0, on obtient bien |0 < 2" e % < 2"e|.

b. Par croissance de l'intégrale (bornes 0 < 1), pour tout n € N* :

1 1 1
/ 0dz </ 2" e T dx g/ z"edz.
0 0 0

. D’'ou I'encadrement

1 $n+1 1
Or/ ex"dxr =e =
0 n+l], n+1

e
n+1/

0<1I, <

. (] , N .
Comme lim = 0, le théoréme des gendarmes donne| lim I, =0]|
n—+oon + 1 n——+oo
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