. Nombres Complexes - Algébrique - Sujet 5 (1h)
malilee.ac

Calculatrice interdite. Toutes les réponses doivent étre justifiées.

Question de cours 2 points

1) Soit z € C. Donner la définition du conjugué z de -.

2) Montrer que z = 7 si et seulement si z € R.

Exercice 1 5 points

On considere les nombres complexes

17 2 ’ 2Ty 2 T2 g

1) Montrer que z, z; = 1 pour k =1, 2, 3.

2) Déterminer la forme algébrique de z; 2.

3) Montrer que 2923 = \f + %

4) Déterminer la forme algébrique de 222
z1

5) Montrer que z5 = —1.

Exercice 2 4 points

Résoudre dans C les équations d’inconnue z suivantes. On donnera les solutions sous forme algé-
brique.
L ) 2
1) 2—7,+7,z:—3zz+2z—|—§
2) 4z+iz—-3=2iz+1
) iz+3iz=i—1+z2—2

Exercice 3 3 points

Résoudre dans C les équations du second degré suivantes. On précisera pour chaque solution la
partie réelle et la partie imaginaire.
17

1) 22 -32+1=22-2 2) —322+z—§—1
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Exercice 4 6 points + bonus

On consideére le polyndme défini pour z € C par: P(z) = z* — 323 + 522 — 42 + 2.
1) On suppose que 2, € C vérifie P(z9) = 0. Montrer que z vérifie P(zy) = 0.
2) Montrer que (1 +i)3 = -2+ 2i et que (1 +i)* = —4.
3) En déduire la valeur de P(1 + 1).
4) En déduire sans calculs supplémentaires que P(1 — i) = 0.
5) Démontrer qu’il existe un polyndéme (Q de degré 2 tel que pour tout z € C,on a

P(2) = Q(2) (2 — 22+ 2)

6) Montrer que pourtout z € C,ona Q(z) = 22 — z + 1.
7) En déduire une factorisation de P en produit de polynémes de degré 1.
8) BONUS. Pour j € {1,...,4} et 21, 29, 23, 24 des nombres complexes, on définit :

O'j(Zl,ZQ,Z3,Z4) = E 2k Rko "'Zk:j
1<k <ko<-<k;<4

On note z1, 29, 23, 24 les racines du polynébme P obtenues précédemment et ay, . . . , a4 Ses coef-

ficients (avec la notation vue en cours), c'est-a-dire ay = 1, a3 = —3,a2 = 5,a1 = —4, a9 = 2.
Montrer que pour tout j € {1,...,4},0na

0j(21,22,23,24) = (—1)” as—;
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