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Exercice 1 9 points

1) Forme algébrique de z;. Le conjugué de 5i — 4 = —4 + 5i est —4 — 5i. Donc

1 = —i x (=4 — 5i) = 4i + 5i® = 4i — 5,

Forme algébrique de z,. On calcule d’'abord (1 — 7)? = 1 — 2i + 2 = —2i. Donc

o= 1—i)2(1—i)=—=2i(1—1i)=—2i+2%= -2 —2,

Forme algébrique de z3. On multiplie numérateur et dénominateur par le conjugué du dénomi-
nateur, 2 + 41 :

(20 —1)(2+4i) 4i+82—2—4i —10 1
23: = = 2’3:—7

(2 —44)(2 + 41) 22 +42 20’

Vérification : — 5 (2—4i) = —1+2i = 2i — 1. Le nombre z3 est réel (sa partie imaginaire est nulle).

2) Soit z = x + iy un nombre complexe non nul, avec x et y réels. Alors z = = — iy.
Numérateur. 22 — 22 = (2 — 2)(z + 2) = (2iy)(27) = day .
Dénominateur. 2z + 3 = 22 + y2 + 3 : c'est un réel, et il est strictement positif (au moins égal a
3), donc non nul; le quotient est bien défini.
Par conséquent
2 2 4y . 4y

Fo avec eR
= Z e —
2Z+3 a2+ y2+3 22 +y>+3

Sa partie réelle est nulle :‘ le quotient est un imaginaire pur. ‘

Remarque : lorsque =z est réel (y = 0) ou imaginaire pur (z = 0), le quotient vaut 0. Le nombre 0
est a la fois réel et imaginaire pur (sa partie réelle est nulle), donc la conclusion reste vraie dans
ce cas.

3) Méthode 1 (conjugué). Comme 1 + i = 1—i et que le conjugué d'une puissance est la puissance
du conjugué, (1 — )7 = (1 4 14)!7. En posant w = (1 +4)'7, le nombre étudié vaut

w~+w = 2Re(w) € R.
Méthode 2 (calcul). (1 +i)?2 = 1 + 2 +i®> = 2i, donc (1 + i)'6 = (2i)® = 28i® = 256 et

(1+4)17 = 256(1 + i) = 256 + 2564.
De méme (1 — i)? = —2i,donc (1 —4)'6 = (—2i)® = 256 et (1 — i)'7 = 256 — 256i. Ainsi

(140" + (1 —4)'7 = 256 4 256i + 256 — 256i = 512, A+d)'7"+ 01 -7 =512€R
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Exercice 2 8 points

1) On développe le membre de gauche : (1 + 2i)(z — 3i) = z + 2iz — 3i — 6i? = z + 2iz + 6 — 3i.

(14+2i)(z2—3i))=2+243i <= 2+2iz2+6—-3i=2+2+3i
= 2iz=—-4+06:
_ —A+6i (—4+6i)(—i)  4i+6

AT Ty 2 x (—i) g T

S = {3 +2i}

Vérification : (1 + 2i)(3 —i) =3 — i+ 6i +2 = 5+ 5i et (3 + 2i) + 2+ 3i = 5 + bi.

2) —49 = (Ti)%,donc 2? = 49 < 22— (7i)2 =0 <= (z—Ti)(z+Ti)=0 < z="Tiou

z = —"T1i.

S ={-Ti; 7i}

3) 222 +1= -2z — 222+2z+1=0.Discriminant: A =22 - 4x2x1=—4<0,et—4=(2i)2
L'équation admet deux solutions complexes conjuguées :

_—2-2 11 _ 242 11
Ty T T T Ty T Y
1 1. 1 1
S_{_é_EZ’_E—i_iZ}

4) Onpose z = = + iy avec z, y réels; alors z = x — iy et iz = iz + i’y = —y + iz.
3Z+2—i=1iz4+2 <= 3r—-3iy+2—i=—y+ir+2 < (Br+y)+i(—zx—-3y—1)=0

Un nombre complexe est nul si et seulement si ses parties réelle et imaginaire sont nulles :

3z+y=0 y=—3z T =
<~ — 3
z+3y+1=0 r—92+1=0 y=-32

oof—

Vérification : 3z +2 —i=2+ %i+2—i=2 + Lietiz+2=Li+ 3 +2=1 + Li

5) Condition. Le quotient existe si et seulement si z — i # 0, c'est-a-dire z # i, soit z # —i (en
passant au conjugué) : c’'est la condition de I'énoncé.
Pour z # —i, on pose z = x + iy avec x, y réels :
z4+ 2

—— =2 <= 2z+2i=2(Z—1)
Z—1

— z+iy+ 2 =2z — 2y — 21

—= —z+i3y+4) =0 <= {
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4 . . rr s . .
On trouve z = —gz', qui est bien différent de —i : la solution est valable.

3]

Vérification :z —i = 3i—i= i #0etz+2i=2i =2 x

.

ol

6) On pose z = = + iy avec z, y réels : 22 = 2% — y? 4 2xy i et 2z = 2z — 24y, donc
22224 1= (22 —y* =22+ 1) +i(2zy + 2y).

) -yt —220+1=0
2°=22+1=0 <
2y(x+1)=0

La seconde équation donney = 0ou z = —1.
*Siy=0:22-22r+1=0 = (r—1)2=0 <= r=1.Douz=1.

*Siz=-1:1-9y>+24+1=0 < >’ =4 < y=20uy=—-2.Dollz=—1+2io0u
z=—1-— 2.

S={1; -1+42i; -1 —2i}

Vérification pour z = —1 +2i:22 =1 —4i—4 = —3 —4i,2Z = -2 —4i,donc 22 — 22 + 1 =
—3—4+2+4+1=0,pourz=1:1-24+1=0.

Exercice 3 3 points

1) Pourtoutn € N:

) | 1.1 .
un+1=zn+1—2=gzn—l—gz—Z:gzn—gZ:g(zn—z), Unt1 = 3 Un

. L e . 1 . ) -
La suite (u,) est donc géométrique de raison ¢ = -, de premier terme ug = z — i = [1-1i]

2) D’apres le cours sur les suites géométriques, pour toutn € N, u,, = ug x ¢" :

Un = (1 —1) (%)n = 13?

Commez, =u, +1:

Vérification:n =0donne zo =1+0xi=1;,n=1donne z; = = + §Z' et la relation de récurrence

1 2. 1.8 1/1 2 .
donneblengx1+§z,n—2donne9+gz—3(3+3z>+ 1.
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