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Exercice 1 4 points

1) a. (u,) est définie par son premier terme u = 2 et une relation qui donne w,,; a partir de u,,
(et de n) : C’est une | relation de récurrence |

b. v, se calcule directement a partir de n : (v,) est définie par une | formule explicite |

c. (w,) est définie par wy = 2 et une relation qui donne w,; a partir de w,, : c'est une
[ relation de récurrence |

2) Pour (uy), on applique la relation avec n = 0, puisn = 1:

uw =2, w1 =0+2u?=2x22=8 wuy=(1+2)u? =3x8 =192

lup = 2; ug = 8; ug = 192

wo=2, wi=1-wp)?’=(1-22=1,  wr=1-w)>=010-1)>%*=0.

‘w0:2;w1:1;w2:0‘

3) Onremplace n parn +1dans v, = —3n? +5:

vas1 = —3(n+1)> +5= -3 (n’+2n+1) +5=| —3n> — 6n +2|.

De méme, pour n > 1, on remplace n parn — 1:

Un1=—3(n—1)2+5=—3(n?—2n+1)+5=|—3n%+6n+2|

Vérificationavecn =1:v9 = -3 x4+5=—-7et-3-6+2=—-7;v9=5et-3+6+2=5.
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Exercice 2 5 points

1) On part de uy = —8 sur I'axe des abscisses. On monte verticalement jusqu’a % : l'ordonnée
obtenue est f(ug) = u1. On se déplace horizontalement jusqu’a la droite y = z : le point atteint
a pour abscisse u1, que I'on reporte sur I'axe des abscisses. On recommence a partir de u;, puis
de us.

uo us

Vérification par le calcul :
up =03 % (—8)+5=2,6; up=03x26+5=578; uz=0,3xD5784+5=6,734.

2) Sur lafigure, les termes uy, u1, ug, ug se déplacent vers la droite : on conjecture que la suite (u,,)
est|croissante |.

lls se rapprochent de plus en plus de I'abscisse du point d’intersection de ¢ et de la droitey = «
(environ 7,1) : on conjecture que la suite (u;,) ’ converge vers l'abscisse de ce point ‘
Bonus : 'abscisse ¢ du point d'intersection vérifie f(¢) = ¢ :

03(+5=/¢ << 5=0,7¢ on retranche 0,3 /¢

5 50
{ = = — ondivisepar0,7 >0
T T paro.f >

. . , 50 .. . ,
La limite conjecturée est |/ = =~ 7,14|. Vérification : uy = 7,0202 et us ~ 7,106 s’en ap-

prochent.
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Exercice 3 5 points

. 3tz . : iy
1) Suite (u,). Pourtoutn € N, u,, = T > 0 (quotient de nombres strictement positifs). On peut

donc calculer le quotient de deux termes consécutifs :

3n+3 57 3n+3 57

Un+1 _ _ 3
w, 5l X3z T gee Xt T < b

Comme u,, > 0, on multiplie par u,, sans changer le sens : u,, 11 < u, pour tout n.

‘ La suite (u,) est strictement décroissante. ‘

Vérification : ug = 9, u1 = 5,4, us = 3,24.
Suite (v,). Onaw, = g(n) avec g(x) = —z2+z+21sur [0; +oo|. La fonction g est un polyndme du
second degré de coefficienta = —1 < 0: elle est croissante puis décroissante, et son maximum

est atteint en
b 1 1

T2 2x(-1) 2

. . . 1
g est donc strictement décroissante sur [2 ;400 [ donc sur [1;+4o0[: pourtoutn > 1, v, =

g(n+1) < g(n)=op,.
Deplus vy =21 etv; = -1+ 1+ 21 =21, donc v; = vg.

La suite (v,,) est décroissante (strictement a partir du rang 1).

Vérification : vp41 — vy, = —(n+ 1)+ (n+1) + 21 — (—n®* + n+21) = —2n < 0; vp = vy = 21,
Vo = 19, V3 = 15, Vg4 = 9.

2) Pourtoutn,u, > 0. Avec le tableau de valeurs de la calculatrice (mode suite, ou Y; = 3¥+2/5%):
wrA~152%x1070>107% et wg~9,14x107* <1073

La suite (u,, ) étant décroissante, pourtoutn > 18:0 < u, < uig < 1073. Enrevanche u;7 > 1073,
donc 17 ne convient pas.
ng = 18
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Exercice 4 6 points

1) Onremplacenpar0,1,2,3et4:

3 3 3
U0:5+I:§ u1:5—{—§:@; u2:5+g:;

3 |38 3 |16
ug =5+ =| = ~543); w=5+5 =7 ~533
2) Pourtoutn € N :
Up+1 — U —5-1—#—5— LA B
T T T T o+ 1) + 1 n+1 2n+3 2n+1
~3(2n+1)-32n+3) 6m+3-6n—-9 —6
o @2n+1D)2n+3) 2n+1)(2n+3)  (2n+1)(2n+3)’

Pourn > 0,2n+1 > 0 et 2n + 3 > 0: le dénominateur est strictement positif et le numérateur
vaut —6 < 0. Donc up 41 — uy < 0.

La suite (u, ) est strictement décroissante.

Vérification : 8 > 6 > 5,6 > 5,43 > 5,33.

On résout :

3) Pourtout n, u, — 5 = e 0, donc |u, — 5| =

2n 2n—+1°

3 ol
1 <107 < 3<1073(2n+1) onmultiplie par2n +1 >0
n
<— 3000 < 2n+1 on multiplie par 1000 > 0
<~ 2999 < 2n on retranche 1
< n > 1499,5 on divise par2 > 0

n étant un entier, le plus petit entier qui convient est

3 3
Vérification : —5l=—_~1 1072 > 103 et — 5=~ 1074 <
3 fursgn — 5 = 505 ~ 1,000 x 107 > 1077 et usng — 5| = g & 9,997 x 10
1072,

4) Les termes de la suite décroissent et s'approchent de 5 (I'écart u,, — 5 = devient aussi

2n+1
petit que l'on veut : moins de 102 dés le rang 1500). On conjecture :

lim wu, =5.
n—-+o0o
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Bonus. Soit ¢ > 0 et l'intervalle ouvert |5 — ¢;5 + ¢[ centré en 5. Comme w,, > 5 pour tout n, on a
un €15 —¢;5+ e[ dés que u, — 5 < ¢, C'est-a-dire :

2n+1

3 -
<e <= —-<2n+1 on multiplie par >0
€

2n+1

1/3 . .
<~ n> 3 (— — 1) on retranche 1 puis on divise par 2 > 0
S

Ainsi, quel que soit ¢ > 0, tous les termes de la suite sont dans |5 — ¢;5 + ¢[ a partir d'un certain
rang (avec ¢ = 1073, on obtient n > 1499,5, soit le rang 1500 de la question 3). C'est la définition de la
convergence vers 5 :

lim u, =5.
n—-+0o
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