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Exercice 1 7 points

1) Avec n = 0 puis n = 1 dans la relation de récurrence :

3 1 3 7
B S BN 2 S S G
ety 1616 16 |16
L. . 7 41
Vérification avec le tableur : 1= 1,75 et 6= 2,5625.

2) a. Lacellule B3 contient w1, calculé a partir de u (cellule B2) et de n = 0 (cellule A2). On peut
écrire :

|=3/4%B2+1/4xA2+1]

(ou =0,75%B2+0,25%A2+1). En I'étirant vers le bas, les références deviennent B3, A3, puis
B4, A4, etc.

b. Lesvaleurs affichées 1 < 1,75 < 2,5625 < 3,421 875 < 4,316 406 25 augmentent : on conjec-

ture que la suite (u,,) est| croissante |.

3) a. Pourtoutn € N,notons P(n):«n < u, <n+1»
Initialisation. up = 1 et 0 < 1 < 1: P(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie.

n<u, <n+1
3 3 3 3 - 5
= EngzungszrZ (on multiplie par 3 > 0)
3 1 3 1 3 3 1 .
= qntntl<gunt ntl< nt o+ ontl (on ajoute 1 n +1)
7
<:>n+1<un+1\n+1
— n4+1< U <n+2 (car I < 2)

P(n + 1) est vraie.
Conclusion. P(0) est vraie et P est héréditaire, donc par récurrence :

n < u, <n-+1pourtoutn € N.

b. Sens de variation. Pour tout n € N, d'aprés 3)a. appliqué auxrangsn + 1 etn:

Unt1 2N+ 12 uy.

Donc w,+1 > u, pour tout n : la suite (u,,) est| croissante |, ce qui confirme la conjecture.

Limite. Pour toutn € N, u,, > n et lirf n = +o0. Par comparaison :
n—-+00

lim wu, = +oco.
n——+oo
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c. Pour tout entier n > 1, on divise I'encadrement de 3)a. parn > 0 :

jgmntt 41
mn mn n

1 1 R s
Or lim — =0,donc lim (1 + —> = 1. D’apres le théoréme des gendarmes :
n—+oco N n—-+o00 n

4) a. Pourtoutn e N:
Un+1 = Un41 — (n + 1)

3 1
=—u,+-n+1l-n—-1

4 4
3. 3n
4" g
=%(un—n)=§lvn.

La suite (v, ) est donc | géométrique de raison % de premier terme vg = ug — 0 = 1.

3\" 3\"
b. Pourtoutn € N, v,, = vy x (Z) = (Z) .Commeu,, =v, +n:
3 n
Up = <Z_l> + n.
3 7 9 41
Vérification:u; = -4+ 1=-etus = — +2=—.
e I T T:

3 3\"
c. Comme -1 < > <1, lim <—> =0:et lim n = +oo. Par somme:
4 n——+oo \ 4 n——+o00

lim wu, = 4oo.
n—-+oo

, on retrouve la limite obtenue en 3)b.

Exercice 2 7 points

1) a. U1:U0+U0:1+1: et U1:2uO+UOZ2+1:.
b. Pourtoutn € N:

Vpil — Up = 2Uy + Uy — vy = 2u, >0 (caru, > 0).

La suite (v,,) est donc | strictement croissante |
Par conséquent, pour tout n € N, v, > vy = 1, c'est-a-dire .

c. Pourtoutn € N, notons P(n) : «u, > n+ 1».
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Initialisation. o =1 > 0+ 1: P(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie.

Up 2n+1
< up, +v, =n+1+wv, (onajoutew,)
= Upp1 2N+ 1+v,
= Upt1 =N+ 2 (car v, > 1dapres 1)b.)

P(n + 1) est vraie.
Conclusion. Par récurrence,

un>n+1pourtoutneN.\

d. Pourtoutn € N,u, >n+1 et liT (n+ 1) = +o0. Par comparaison :
n—-+00

lim wu, = +oo.
n—-+o0o

2) a. Pourtoutn €N, (—1)""!vaut1ou—1,donc —1 < (1) < 1.
On divise par 2 > 0 (car u,, > 0), ce qui conserve le sens des inégalités :

_1\n+1
T

1
—5
n Un,

b. D'aprés 1)d., lim wu, = 4+00,donc lim wu? = +oo,d'ou:
n—-+4o0o n—-+o00

. 1 ) 1
lim — = 0 et lim <——2) =0.
n—-+oo un n—-+oo un

D'apres I'encadrement du a. et le théoreme des gendarmes :

-1 n+1
n—-+00 Uy,
(_1)n+1
c. Comme r2 =2+ ~——, par somme,| lim r2=2|
un n—-+4oo
Pour tout n, r,, = s (quotient de deux nombres strictement positifs), donc r,, = /72.
u

n
La fonction racine carrée étant continue en 2, par composition :

94
r :Un+l:2un+vn: Up _ 2+,
i Un+1 Up + Up 1+U_n 1+7, .
Un
. . 3 241
Vérification:rg=1etr; = - = ——.
ro A

e. Le programme partde r = 1 = rg et n = 0; a chaque passage dans la boucle, il remplace
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r par le terme suivant grace a la relation du d. et augmente »n de 1 : la variable r contient

toujours 7.
La boucle s’arréte dés que |r, — v/2| < 10~*. Donc :

5 est le plus petit entier n tel que |r,, — v/2| < 107*: & partir du rang 5
(premier rang atteint), r,, est une valeur approchée de /2 4 10~ pres.

L. . 41
Vérification : ry = % et|ry — V2| ~4,2x107% > 1074;

99
rs = etlrs — V2|~ 72 %1075 <1074

Exercice 3 4 points

1) On applique la relation avecn = 0,1,2,3,4:

1 1 1 1 6 2
82:§+4x4—1:§+1_5:1_5:
2 1 2 1 15 |3
33—5+—4x9_1—5+£—£—
3 1 3.1 28 |4
84_?+4x16—1_7+63_@_g
4 1 4.1 45 |5
9 Ix2 1 999 99 |11

2) Le numérateur vaut n et le dénominateur est le nombre impair 2n + 1. On conjecture que, pour

toutn € N :
n
Sn = .
" oan+1
n
3) Pour tout N, notons P(n) : = .
) n ¢ (n):«spy 2n—|—1»
e e L. 0 .
Initialisation. ———— = 0 = 5 : P(0) est vraie.

2x0+4+1
Hérédité. Soit n € N tel que P(n) est vraie. On remarque que :

4n+1°-1=2(n+1)—-1)2Mn+1)+1) = (2n+1)(2n + 3).

Terminale - Spécialité Mathématiques




A Récurrence et étude de suites - Sujet 7 - Corrigé

malilee.ac

Alors :

1
Sn+1 =Sp+ 4(7’L+1)2—1

n 1 . ]
= 1 + @n+1)(2n +3) (hypothése de récurrence)

n(2n+3) +1
2n+1)(2n + 3)
2n? +3n + 1
(2n+1)(2n +3)
- ((22::'11))((2’:111;) (car (2n+1)(n+1) = 2n% +3n + 1)
n+1 n+1

S 2n+3 2n+1)+17

P(n + 1) est vraie.

Conclusion. Par récurrence, | s,, =

pour tout n € N.

n
2n +1

Exercice 4 2 points

- , ) 1
On utilise le résultat du cours : pour toutentiern > 1,1 +2+---+n = M

Pour tout entier n > 1, notons P(n) : « 13 + 23 + ... 4 n3 = (1 4+ 2+ --- 4+ n)? », c'est-a-dire :

n(n—i—l))2 B nz(n+1)2‘
2 4

P(n): 13+23+---+n3:<

Initialisation. Pourn = 1:1% = 1 et 12 = 1. P(1) est vraie.

Hérédité. Soit n > 1 tel que P(n) est vraie. Alors :

2 2
P22+ 4n+(n+1)?° = w +(n+1)>* (hypothése de récurrence)
2
= @ (n® +4(n+1)) (on factorise par 1))
(n+1)2(n? 4+ 4n + 4)
B 4
C (n+1)2(n+2)? ((n—l— 1)(n+2)>2
B 4 B 2

=(1+24-+n+(n+1))>%.

P(n + 1) est vraie.

Conclusion. P(1) est vraie et P est héréditaire, donc par récurrence :

1P4+224+...4n>=(1+2+---+n)® pourtout entier n > 1.

Vérification : pourn = 3,1+ 8 + 27 = 36 = 6% = (1 + 2 + 3)°.
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