N Géométrie dans l'espace et logarithme

malilee.ac Sujet 23 - Corrigé

Exercice 1 6 points
Dans le repére (B . BC, BD, ﬁ) ona B(0;0;0),C(1;0;0), D(0;1;0) et A(0;0;1).

1) Légalité Al =1 =TB signifie que I et I’ partagent le segment [AB] en trois parts égales :

R

. 1 2
CommeA_B>(o;0;—1),onobtuentl<0;0;1—g) etr <0;0;1—§).

De méme, /Tf = %ﬁ Zﬁ = gzﬁ avec ﬁ(l;o;—l), et ./TK = %@ fﬁ = ;@ avec
AD(0;1;-1). Dot :

)

wirny
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winN

)| K (0

) i

Lol=

1(0;053)] |7'(050:5)] |J(5:0:3) |7/ (3:0;5)| |K(0;

2) a. La droite (CI) passe par C(1;0;0) et a pour vecteur directeur ol (=1;0;2). Un point
M (x;y; =) appartient a (CI) si et seulement s'il existe un réel ¢ tel que OM =t CT} soit :

r=1-—1¢

y=0 teR.
2t

Z ==
3

—
La droite (B.J') passe par l'origine B et a pour vecteur directeur BJ' (3;0;1): M € (BJ')
. Bl s p e - .
si et seulement s'il existe un réel u tel que BM = u B.J’, soit :
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. . —
3) La droite (BK) passe par B, de vecteur directeur BK (0;% %) la droite (DI’) passe par
—
D(0;1;0), de vecteur directeur DI (0;—1; %)

z=0 r—
1
(BK):{¥=3Y veR (pr'y:{Y=1-w yeRr
1
2 _
z:§v Zﬁgw
On résout :
1 3
—v=1—-w w = 2v V= =
3 — <1 — 7
2 1 —v=1-—2v 6
U= W 3 w=
3 3 7
1 3 2 3 2
DO =-X-=—¢€etz=_ - = =
Hy=3x7 FT3XTTy
1 2
GO.?.?
(,7,7)
6 6 1 1 6 2
Vérificationavecw =—:y=1——=—-etz=-x = = —.
w=g-y 7 7% P T3XT Ty

4) Les points E, F et G ne sont pas alignés : ﬁ( 3:2,0) et LT&( 2:1.0) ne sont pas coli-

néaires (si ﬁ = kﬁ la premiére coordonnée donne k = 3 et la deuxieme k = 7). lls défi-
nissent donc bien un plan.

+ Le plan (BCD) est dirigé par BC(1;0;0) et BD(0;1;0).

-ﬁ:_§%+§ﬁetﬁ:_§3—<f+;ﬁ

Les deux vecteurs directeurs non colinéaires EE et EC du plan (EFG) sont des combinaisons
linéaires de BC et BD : les plans (EFQG) et (BCD) sont donc paralléles.

De plus, E nappartient pas au plan (BCD) : les points de (BC'D) ont tous une cote nulle (ils
L 2
s'écrivent B + a BC + b BD), alors que E a pour cote - #0.

‘ Les plans (EF@G) et (BCD) sont strictement paralléles. ‘

. 2 . . 2 R
Remarque: E, F' et G ont laméme cote ?; le plan (EFG) estle plan d'équation z = -« parallele
alabase» BC'D du tétraedre.
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Exercice 2 9 points

= 1. Par définition du nombre

—_] =

1) a. Lafonction In est dérivable en 1, de nombre dérivé In’(1) =
dérivé, le taux d'accroissement de In entre 1 et 1 + & tend vers In'(1) :

In(1+h)—1In(1) In(l+h) In(1+ h)

= In'(1) =1 donc li =1\
h n oo =1 hso h
, In (1 L s .
b. Pour tout réel z, f(z) = n(i:e). Onpose h = e*: lim e* = 0, et d'aprés la question
e T——00
. . In(1 -,
précédente lim M = 1. Par composition :
h—0
A S =1

c. Pourtoutréel z,1+e* =e"(e™* +1),donc:
In(1+e”)=In(e*)+n(l+e ) =z+In(l+e 7).

En multipliant pare=* :

flz)=we™ " +e"In (1 + e_x) == +e *ln (1 + e_x) )

eZC

T

. , . (§] . T
d. - Parcroissances comparées, lim — = +oo,donc lim — =0.
r—+o00 I r—+oo el

lim e™® =0,donc lim (1+4e ") =1et,parcontinuitédelnenl:

r—-+00 Tr—-+00

lim In (1 —l—e*x) =Ilnl=0.

T—r+00

Par produit, lim e “In(1+e™ ") =0.
r—+00

Par somme : ng}rloof(x) =0\

e. D'aprés 1)b. et 1)d., la courbe C; admet deux asymptotes horizontales :

\yzlen—oo et y=0en + ool

La fonction f est définie et continue sur R : il n'y a pas d’asymptote verticale.

2) a. gestdérivable sur [0;+oo[ (Quotient et composée de fonctions dérivables, avec 1 +¢ > 0).
Pourtoutt > 0:

o X Oan—ext 11 ke [
g = (1+1)2 1+t (1+62 (1+02 | 1+02|

Pourt >0, —t < 0 et (1 +t)?2 > 0,donc ¢'(t) < 0; ¢’ ne s'annule qu'en ¢t = 0.
Ainsi ‘ g est strictement décroissante sur [0; +o0o[ ‘
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b. ¢(0) = 1 In1 = 0. Comme g est strictement décroissante sur [0; +oo[, pour tout ¢t > 0,
g(t) <g(0) =0.

g(0) =0 et g¢g(t) <0pourtoutt > 0.

3) f estdérivable sur R (produit de fonctions dérivables; 1 +e* > 0). Onpose U(z) = e %, U’ (z) =

—e T etV(z)=In(l+4e%),V'(z) = 1 i -

eLE

1+e”
—X ex x
=e 1+ex—ln(1+e) .

Onreconnait g évaluéeent =e: | f'(z) =e “g(e")|

fl(z)=—e"In(l+e")+e *x

Pour tout réel z, ¢* > 0 donc, d'apres 2)b., g (e*) < 0; et e™* > 0. Ainsi f’(z) < 0 pour tout réel
x:

\ f est strictement décroissante sur R. \

f'() - -

(f(0) = e’ In(1 + 1) = In 2 : valeur intermédiaire utile pour le tracé.)

4) Quelques valeurs pour le tracé (a titre indicatif) : f(0) = In2 =~ 0,69, f(—2) ~ 0,94, f(2) ~ 0,29,
£(4) ~ 0,07.
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Lasymptote y = 0 en +oo est I'axe des abscisses; y = 1 est 'asymptote en —oo (en pointillés).

Exercice 3 5 points
3—-1 2
1) AB | -5- (—2) |, soit AB | -3 , est un vecteur directeur de A, qui passe par A(1;—-2;1):
—2—-1 -3
r=1+2t
A:ldy=-2-3t teR
z=1-3t
-1
2) Un vecteur directeur de A’ est o’ [ 2
1
. AB et @ ne sont pas colinéaires : si AB — k', la premiere coordonnée donne k = —2 et

la troisieme k& = —3. Les droites A et A’ ne sont donc pas paralléles.
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+ Cherchons un point commun : on résout

1+2t=2—+ 14+2t=2—(1-3t) t=0
—2-3t=1+42' < (—2-3t=1+2(1-3t) < 3t=5
1-3t="+ t'=1-3t t'=1-3t

La premiere équation donne ¢t = 0 et la deuxieme ¢t = 3 : c'est impossible. Le systéme n'a
pas de solution, A et A’ n'ont aucun point commun.

Deux droites ni paralléles ni sécantes ne sont pas coplanaires :

’ A et A’ ne sont pas coplanaires. ‘

2 -1
3) a ch| 7 | etCE| 9 |.Sils étaient colinéaires, on aurait CF = kCD; la premiére coor-
-3 -1
, 1 . 9 .
donnée donne k = —— et la deuxieme k = = : impossible.

Les vecteurs @ et C@ ne sont pas colinéaires, donc les points C, D, E ne sont pas ali-
gnés: ‘ ils définissent un plan P. ‘

b. 513 et @ n'étant pas colinéaires, les trois vecteurs sont coplanaires si et seulement s'il
existe des réels a et btels que AB =« C‘*ﬁ + bC‘E>, c'est-a-dire :

20 —-b=2 5a =5 (L — Ls) a=1
Ta+9b=-3 < (T7a+9=-3 = (7=-3
—3a—b= -3 b=2a—-2 b=

La deuxieme ligne est fausse : le systeme n'a pas de solution.

‘ 1@, CD et CE ne sont pas coplanaires. ‘

c. @ et c@ forment un couple de vecteurs directeurs du plan P. La droite A serait paralléle
a P si son vecteur directeur AB était une combinaison linéaire de CDetC ; d'apres la
question précédente, ce n'est pas le cas.

‘ La droite A n'est pas paralléle au plan P : elle le coupe en un unique point. ‘

4
Remarque : ce point est B. En effet, co|-1]= g@—gc_ﬁ (vérification: I x2+ 8 =4,
-3
xT—23x9=-1,1x(-3)+¢=-3),donc B < P;comme BeAonaAnP ={B}.

7
5
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