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Exercice 1 7 points

. . 1
1) On applique la relation u,, 1 = 3lUn +n—2:

1 1 . )
= x140-2=2--2 soit|u; = —= |;
i =g x 1+ 3 ) u1 3|’
1 ) ) . 14
= x(=Z)+1-2=-2—-1, soitjug=——1|;
U2 3 X ( 3> + 9 ) U2 9 )
1 14 14
=-x(-——)+2-2 soit| ug = —— |.
w3 ( 9 ) te—s U= Ty
2) a. Pourtout entier n > 4, on note P(n) la propriété : « u, > 0».
Initialisation. vy = ! X 1 +3-2= 14 +1= 67 > 0:P(4) estvraie
Ty 27 T I '
Hérédité. Soit n > 4 tel que P(n) est vraie. Alors :
up =0
1 o L
= gun >0 (on multiplie par 5 > 0)
1 .
< -—u,+n—2>n-2 (onajouten —2)
= Upi1 =n—2 (définition de wu,, 1)
= Upi1 =0 (carn>4doncn—2>2>0)

P(n+ 1) est vraie.
Conclusion. P(4) est vraie et P est héréditaire a partir du rang 4, donc par récurrence :

‘un > 0 pour tout entier n > 4.

b. Soit n > 5. Alors n — 1 > 4, donc d'aprés la question précédente w,,_; > 0. Par définition

de la suite :
1 1
Uy = gun_1+(n—1)—2: gun_l—i—n—i’).

1 .
Comme gun_l > 0, on obtient :

u, = n — 3 pour tout entiern > 5.

3) a. Pourtoutn e N:

21 1 21
Ung1 = —2Upr1 +3(n+1) — — = -2 (—un+n—2> +3n+3——

2 3 2
2 21 2 7
:—gun—2n+4+3n+3—7=—§un+n—§.
. 1 1 21 2 7
Par ailleurs, 3”” =3 (—Qun +3n — ?) = _5“” +n— 7
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1 . . - . 1 .
Donc v,41 = 30n pour tout n : la suite (v, ) est géométrique de raison|q = 3 et de premier
21 . 25
termev():—2><1—|—0—7,SOIt ’UOZ—E.

25 (1\" 21 .
b. Pourtoutn € N, v, = vgq" = -5 <§> .De v, = —2u, +3n — 5 on tire:

soit

L8, 2
3 2T

25 21 25 18 63 20 5
Vérification:ug = — — — =1 =, 0T __
erffication -uo = =y = =letu = o+ 50 =15 = 13 = 3

c. On sépare la somme en trois sommes :
B~ (1" 3 " 21

== - 2NN 2

=7 ;0(3) T3 4

S . 1
+ Somme de n + 1 termes d’'une suite géométrique de raison 3 #1:

S(3) -1 ()7)

n 1
.Zkzo+1+...+n:@'
k=0
21 21
. Z:Z(nJrl)(inanJrltermes).
k=0
Ainsi : .
25 3 n\"* 3 nm+1) 21
= xo|1- (¢ x4 1),
5 4X2< <3> >+2X 2 o+l

. . : 3
soit, en factorisant les deux derniers termes par Zl(n +1):

n+1
snzg(l_(;) )+g<n+1><n_7>.

e o T5_ 23 25 21 75 8 3 B
Verlﬂcatlon.So_Engerlx( 7)_Z Z_l_uo,etsl_ S ><9+4><2><( 6) =
25 9 2 N
— =9 =—-=u .

3 g oTm
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Exercice 2 6 points
Un code est une liste ordonnée de 4 chiffres pris parmi les 9 chiffres non nuls 1,2, ...,9.

1) Un code est un 4-uplet d’éléments de {1,...,9} (répétitions autorisées). Il y en a 9%, soit |6 561
codes possibles.

2) a. Uncode a quatre chiffres différents est un arrangement de 4 éléments parmi 9:9x 8 x 7 x 6,

soit| 3024 | codes.

b. On choisit la position du chiffre 1 : 4 choix; puis chacune des trois autres positions regoit
un chiffre parmi les 8 chiffres non nuls différents de 1 : 82 choix. D'ol1 4 x 83 = 4 x 512, soit

codes.

c. Onchoisit les deux positions du chiffre 1 : o) = 6 choix; puis on remplit les deux positions

restantes, dans l'ordre, avec deux chiffres différents pris parmi les 8 chiffres autres que 1 :
8 x 7 = 56 choix. D'ol 6 x 56, soit codes.

d. On choisit les deux positions du chiffre 1 parmi les quatre; les deux autres regoivent le
. L. (4 .
chiffre 2. D'ou <2>, soit @ codes : 1122, 1212, 1221, 2112, 2121, 2211.

e. On choisit d'abord la paire de chiffres distincts utilisés : (Z) = 36 choix (I'ordre des deux

chiffres ne compte pas). Pour chaque paire, il y a <;l) = 6 fagons de placer les deux

exemplaires du plus petit (question d.). D’'ol 36 x 6, soit codes.

Exercice 3 4 points

a. Pourtoutn,cosn < 1,doncu, =n—cosn >n—1.0r lim (n—1) = 400, donc parcomparaison

n——+oo

lim wu, = +o0|
n—-+0oo

b. Pourtoutn, —1 < —sinn < 1, donc (en divisant par n? +1 > 0) :

n—1 < n+1
-5 - XUnp X —5 -
n24+1 " " T 24
1 n(l+1 1 1+4 ) 1
Orn;L = ( "1) = — X TftendversOx1:0,etdememen27—>0,
Pl (l4s)  no L4, n? 41
D’apres le théoréme des gendarmes,| lim wu, = 0|
n—+o00

c. Pourtoutn, —1 < (—1)" < 1, donc (en divisant parn + 1 > 0) :

3n—1< <3n+1
<u, < .
n-+1 " n-+1
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3n+1 3+3% 3n—1 3-1
T R TRN P A
n+l 141 n+1 141
D'apres le théoreme des gendarmes,| lim wu, = 3|
n——+o00

1 1
d. Pourtoutn > 1, -1 <sin(2") < 1,donc —— < u, < —.
n n

1 . 5
Comme lim — =0, lethéoréme des gendarmes donne| lim wu, =0|
n—+00 1 n—+00

e. On factorise par le terme de plus haut degré au numérateur et au dénominateur : pourn > 1,

n?(3+i+%) 34+41i+4
n? (1 Q_L):l 2 1

n n2 n n?2

Up =

Le numérateur tend vers 3 et le dénominateur vers 1, donc hgl_l Uy = 3|,
n——+0o0

. . 1 -
f. HETOO V= +oo et ngriloo % = 0, donc par somme ngrfoo Up = +00|.

Exercice 4 3 points

Soient n et k des entiers naturels telsque 1 < k¥ < n. Alors0 < k-1 < n,donc (k " 1> et <Z> sont

bien définis, et on peut utiliser la formule (n) =
p

(kﬁl> + <Z> - 1)!(Zl—k+1)! T (nn!— oI

On réduit au méme dénominateur k! (n — k + 1)}, en utilisant k! = k£ x (k. — 1)l et (n — k + 1)! =
(n—k+1)x(n—Fk)!:

noY (™) 2 k x n! +(nfk+1)><n!
k—1 k) kKln—k+1!  kl'(n—Fk+1)

nl(k+n—k+1) (n+1)xn! (n+1)!

Hn—k+ 1) Km+l—k)! & (n+1) -k

R N, .
On reconnait (n;; ) dou:

(k:ﬁ1>+<2):(n:;1> (1< k<n).

Autre méthode (dénombrement). On compte les parties a k élémentsde E = {1,...,n+1},aunombre

de (n Z > Celles qui contiennent I'élément n+ 1 s'obtiennent en lui adjoignant & — 1 éléments parmi
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les n autres : il y en a <k " 1). Celles qui ne le contiennent pas sont les parties a k£ éléments de

{1,...,n}:ilyena (Z) Ces deux cas s’excluent et couvrent toutes les parties, d'ou I'égalité.
L. . 4 4 )
Vérification : pourn =4 etk = 2, 1 + 5 =4+6=10= 5 )"
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