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Suites, récurrence et probabilités - Sujet 12 - Corrigé

Exercice 1 12 points

1) Sila n-ieme partie est de type A, la suivante est de type A avec la probabilité 0,8, donc de type B
avec la probabilité 1 — 0,8 = 0,2.
Si la n-ieme partie est de type B, la suivante est de type B avec la probabilité 0,7, donc de type A
avec la probabilité 1 — 0,7 = 0,3.
Enfin p(B,) =1—p(A,) =1 — a,.
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2) Les évenements A,, et B, forment une partition de I'univers (chaque partie est soit de type A,
soit de type B). D'apres la formule des probabilités totales :

ant1 = p(An+1) = p(An) X pa, (Ans1) + p(Br) X pB, (An+1)
=ap x 0,84+ (1 —a,)x0,3
=0,8a,+0,3—-0,3a,
— 0,5a, +0,3.

Ainsi, pour tout entier naturel n > 1, a,41 = 0,5a, + 0,3}

3) Etude d'un cas particulier (a = 0,5)

a. Pour tout entier n > 1, on note P(n) la propriété : «0 < a,, < 0,6 ».
Initialisation. a; = a2 =0,5et0 < 0,5 < 0,6: P(1) est vraie.
Hérédité. Soit n > 1 un entier tel que P(n) est vraie. Alors :

0<a,<0,6

< 0<05a, <03 (on multiplie par 0,5 > 0)
<~ 0,3<0,5a,+0,3<0,6 (onajoute0,3)

— 0,3 < anp1 <0,6

— 0<apt1 <06 (car0<0,3)

P(n + 1) est donc vraie.
Conclusion. La propriété est vraie au rang 1 et héréditaire : pour tout entier n > 1,
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b. Pour tout entiern > 1:
an+1 —anp =0,5a,+0,3—-a, =0,3—-0,5a, =0,5(0,6 — ay).

D'apreés la question précédente, a,, < 0,6, donc 0,6 — a,, > 0 et a,+1 — a, > 0.

Terminale - Spécialité Mathématiques




A . Suites, récurrence et probabilités - Sujet 12 - Corrigé

malilee.ac

La suite (a,,) est donc .
Vérification: a; = 0,5, a2 = 0,55, a3 = 0,575, a4 = 0,5875 : les termes augmentent en restant
inférieurs a 0,6.

4) Etude du cas général (a € [0;1])

a. Pour tout entiern > 1
Unt1 = ap+1 — 0,6 =0,5a, +0,3—0,6 =0,5a, — 0,3 =10,5(a, —0,6) = 0,5 u,.

La suite (u,) est donc géométrique de raison et de premier terme u; = a; — 0,6,

b. Pour tout entiern > 1, u, = u; x ¢" ' = (a —0,6) x 0,57 1.
Comme u,, = a,, — 0,6,0n a a,, = u, + 0,6, dou :

an = (a—0,6) x 0,51 4+06|.

Vérification : pour n = 1, on retrouve a; = (a — 0,6) x 1 + 0,6 = a.

Exercice 2 8 points

1) On ajoute les termesunaun:

3
3T3x4 12t 1274

2) La somme u, 1 contient tous les termes de u,, et un terme de plus, celui d'indice k = n + 1:

n+1
1
“““‘“"‘2 (k:+1 Zkk—l—l n+)(n+2)

Pourtoutn > 1,n+1>0etn+2 > 0,donc u,.1 — u, > 0.
La suite (u,) est donc| (strictement) croissante |

3) Enremplagant chaque terme de la somme grace a I'égalité donnée :

I EEE AU AN AU S B
n =117 3 2 3 31 n o n+l)

1 1 \ . .
Chaque terme “rr s’annule avec le terme +I<:—+1 de la parenthése suivante : il ne reste que
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le premier terme 1 et le dernier oI Ainsi, pour toutn > 1:
n

1
1 _
tn n-+1
1 1 1 2 1 3
Vérification:u; =1— - == =1—-== =1— - = —, en accord avec la question 1).
Uy 5 2.u2 3 3.u3 17 q )

Remarque : on peut aussi démontrer cette formule par récurrence, I'hérédité reposant sur

1 1 (n+2)—1 1
- =1~ 1 .
n+1 (n+1)(n+2) (n+1)(n+2) n+2
4) Pourtoutn > 1:
n>1
= n+12>22
1 1 Lo o
= 1 < 5 (la fonction inverse est décroissante sur |0 ; +00])
n
— 1 L S L
n+17 2
1

La suite (u,) est donc| minorée par |

. . . . 1
Autre méthode : |a suite (u,,) est croissante (question 2), donc pour toutn > 1, u,, > u; = 5
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