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Exercice 1 4 points

1) Onécrit f(z) = (2? + 3z — 4) %, de laforme u=3 avec u(z) = 2% + 3z — 4 et/ (2) = 22 + 3.
Comme (u") = nu’ «™' pour tout entier relatif n :

- . -3 2z + 3)
(2) =32z +3) (22 +3z—4)"",  soit (1) = — 222209
1)/ v
On peut aussi utiliser <—> = —— avecv =u’etv = 3u/u?:
v v
2
F(x) = _3(2$ +3) (22 + 3z — 4)
(22 + 3z —4)° ’
le méme résultat apres simplification.
2) f=uxwavecu(z)=e 2" etw(z) =vVaZ+xz + L.
. (eh)l — ' e" avec h(z) = —223 + 1w/ (x) = —6a2 e 2" +1;
/ K 2 + 1
. \/E)z aveck(z) =2+ +1:0'(2) = —————.
( Wk (=) (=) Wl +x+1
Avec (uw) = v'w + vw'’ :
20 +1
"(2) = =622 21/ g 1o 2 T
f@) 2Vl +x+1
L2 —12z2 (:L‘2 +x + 1) +2x+1
2Va2 +x +1 ’
soit
o) = (—122% — 122 — 1222 4 22 + 1) e 27°+!
2vVali+ax+1
Exercice 2 5,5 points

u(z) = /x + 4 — 3 est définie pour z + 4 > 0, soit sur [—4 ; +oo], et dérivable sur ] — 4; +oo[ (la racine
carrée n'est dérivable qu'en un nombre strictement positif); v(z) = z* est définie et dérivable sur R.

1) a. g(z) = u(v(z)) existe si z appartient & I'ensemble de définition de v (R) et si v(z) €
[—4; 4o00l.

Or, pour tout réel z, v(z) = 2* > 0 > —4. Donc et
g(z) =Vt +4-3|

b. v est dérivable sur R et, pour tout réel z, v(z) = 2* > 0 > —4, donc v(z) €] — 4; +oo|, ol u
est dérivable.
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Par composition, g est dérivable sur|[R |
. 4 2z
(Dailleurs #* + 4 > 4 > 0 pour tout z, et ¢/(z) = ——— = —

2Vrt+4 x +4.)

2) a. f(z) = v(u(z)) existe si u(z) existe, c'est-a-dire z > —4; v étant définie sur R, il 'y a pas
d'autre condition.

Dp=[-4;400]] et |fla)=(Vatd-3)"|

b. u estdérivable sur|—4;+oo[ et v est dérivable sur R, donc par composition f est dérivable

1
Pour tout « > —4, avec "= x (v ou),u(r) = ———— et v/ (X) =4X3:
x (vou) = x (v ouw),u(x) NCE V(X))
3
, 1 3 . , 2(\/33—1—4—3)
=~ x4(Vz+4-3)°,  soit =
f@) =5 <t Ve ) f@ T +4

Remarque : f n'est pas dérivable en —4 : quand z — —4F, (Vo +4— 3)3 — —27 et

vz +4 — 0%, donc f/(z) — —occ (tangente verticale).

c. Pourz > —4,Vz+4 > 0,donc f/(z) a le signe de (vz +4— 3)3, c'est-a-dire celui de
vz +4 — 3 (un cube a le signe du nombre).

Vr4+4—-3>0 <<= vVe+4>3 <= x+4>9 <= z>35,

car la fonction carré est strictement croissante sur [0; +oc[. Donc f/(z) < 0 sur] —4;5],
f'(5) =0et f'(z) > 0sur]5;+o0l.

Valeurs : f(—4) = (0—3)* =81; f(5) = (VO —3)" = 0.

Quand z — 400, vV +4 — 3 — 400, donc f(zx) — +oo.

T —4 5 +o00

81 400

f est ‘ décroissante sur [—4; 5] et croissante sur [5; 00| L de minimum 0 atteint en 5.

Exercice 3 4 points

On lit sur la courbe de f: f’ s'annule en —3, —2 et 1; f’(z) > 0 sur | — 3; —2[ et sur |1; +oo[ (partie
tracée), f'(x) < 0 avant —3 etsur] —2;1].

De plus f’ est croissante jusqu’a son maximum (atteint vers = ~ —2,5), décroissante ensuite jusqu’a
son minimum (vers x =~ 0, valeur environ —3), puis croissante.
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1) Sur [0;1], la courbe de f’ est sous I'axe des abscisses : f/(z) < 0 sur [0;1[ et f/(1) = 0.
Donc f est (strictement) décroissante sur [0; 1] : I'affirmation est .

2) f’ s’annule en —2 en changeant de signe : f’(x) > 0 juste avant —2 (sur| — 3; —2[) et f'(z) < 0
juste aprés (sur] — 2;1[).
Donc f est croissante sur [—3; —2] puis décroissante sur [—2;1] : f admet un maximum local

en —2. Laffirmation est|vraie|.

3) f est convexe sur un intervalle si et seulement si f’ y est croissante.
Or sur [—1;0], la courbe de f’ descend (de f'(—1) ~ —2 a f’(0) ~ —3) : f’ n'est pas croissante
sur [—1;1], donc f n'est pas convexe sur [—1;1] (elle est concave sur la partie ou f’ décroit).
Laffirmation est .

4) Un point d'inflexion correspond a un changement de convexité de f, c’est-a-dire a un change-
ment de sens de variation de f’.
Sur l'intervalle représenté, f’ est croissante, puis décroissante (aprés son maximum vers —2,5),
puis croissante (aprés son minimum vers 0) : elle change deux fois de sens de variation.
f est donc convexe, puis concave, puis convexe : le graphe de f admet exactement deux points
d'inflexion, d'abscisses les abscisses des extremums locaux de f. Laffirmation est | vraie|.

Exercice 4 3,5 points
_a — —bx .,/ — _heabzx a /__aw/.
1)f_wave0w(:c)_1+e ,w'(z) = —be ,et(w) =5
f(z) = _abe™™ .
(1 —ke*bf'f)2

2) a. Lacourbe passe par A(0;0,5), donc M

b. f/(0) est le coefficient directeur de la tangente en A, c’est-a-dire de la droite (AB) :

f/(O) _YB—Ya 1_0)5 . 0a5

— = == soit '(0) = !
rp—T4 10—0 10’ ! 11(0) = 0,05

a a ab e’ ab
D'aprés I i : = = —; d'aprés | ion1: f(0) = ——s = —.
3) D’aprés I'expression de f: f(0) 50— 3 d'aprés la question 1: f/(0) T
a
9 =05 a=1 a=1
= =

ab _ o5 ab=0,2 b=0,2

Donc|a = 1 et = 0,2], Clest-a-dire f(z) = !
1 x5

Vérification : f(0) = 5= 0,5 et f'(0) = X4 = =0,05.
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Exercice 5 3 points
fn est deux fois dérivable sur R (produit d’'un polynéme et de x — e"*~1).
Dérivée premiére. Avec (uw)’ = u'w + uw’, u(x) = 1022, w(z) = e~ L, w'(z) = ne™ 1 :
fi(z) =20z ™! + 10nz® ™! = 10 (na® + 2z) " .
Dérivée seconde. De méme avec u(z) = 10 (nz? + 2z), v/(z) = 10(2nz + 2) :
! (z) = 10(2nz 4+ 2) ™1 + 10n (nac2 + 2z) ene—t

n
=10 (n2x2 + 4nx + 2) S

Signe de f”. Pour tout réel z, 10e"*~! > 0, donc f”(z) a le signe du trinbme n?z? + 4nz + 2 (de
coefficient dominant n? > 0 car n # 0).

A= (4n)? —4 x n? x 2 = 16n% — 8n? = 8n2 > 0.

Le trindbme a deux racines distinctes (VA = 2v/2n carn > 0):

—dn—2v2n  —2—2 ot —An+2v2n  —2+4+2
= = x2: = .

X1
2n? n 2n? n

Il est positif a I'extérieur des racines et négatif entre elles :

. oo —2-2 242 o
n n
() + 0 — 0 +
fn convexe concave convexe

" s'annule en changeant de signe en z; et en z, (et seulement 1) : la convexité de f,, change en ces

deux points.
“2-V2 24+ V2
n n

, d’'abscisses

Donc %, admet | deux points d'inflexion
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