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Question de cours

Définition. Soit A = (a;;) une matrice de taille m x n et soit A un réel. On appelle produit de la matrice
A par le réel X la matrice AA = (¢;;) définie par :

V(i;j)E{l,...,m}x{1,...,n}, cij:)\aij

Autrement dit, on multiplie chaque coefficient de A par \; la matrice AA a la méme taille m x n que
A.

Exercice

1) On peut calculer A + B si, et seulement si, A et B ont la méme taille, disons m x n.
On peut calculer AB si, et seulement si, le nombre de colonnes de A est égal au nombre de
lignes de B, c'est-a-dire icin = m.
Il suffit donc de prendre des matrices de méme taille qui ne sont pas carrées.
1 0 0
01 0
mais A a 3 colonnes et B a 2 lignes, donc le produit AB n'est pas défini.

Laffirmation est . (Elle devient vraie si A et B sont carrées de méme ordre.)

Contre-exemple. A = B = ( ) sont de taille 2 x 3 :la somme A + B existe (taille 2 x 3),

2) Onisole C':
1
3F—20+13:Og<:>QC:3F+13<:>C:§(3F+13).
Or
9 6 -3 1 00 10 6 -3
3F+Is=1-3 15 6 |+|0 1 0)=1-3 16 6 |,
3 12 0 0 0 1 3 12 1
donc
3
5 3 —=
2
3
C=]-=- 8 3
2
3 1
— 6 _
2 2

Vérification : 2C' = 3F + I3, donc 3F — 2C' + I3 = 3F — (3F + I3) + I3 = Os.

3) Festdetaille3x3etG detaille 3x2:le produit F'G est défini et de taille 3 x 2. Chaque coefficient
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est le produit d'une ligne de F' par une colonne de G :

3x242x(=5)+(-1)x1 3x0+2x3+4+(-1)x(-2)
FG=|(-1)x2+45x(=5)+2x1 (=1)x0+5x3+2x (-2)
I1x244x(=5)+0x1 1x04+4%x3+0x(-2)

-5 8
FG=|-25 11
—-18 12

4) Lestaillesconnuessont:G:3x2, C:2x2, FE:4x3, F:3x3 N:3x1.

a. Pour que le produit C'P soit défini, le nombre de lignes de P doit étre égal au nombre de
colonnes de C, soit 2.
Pour que le produit PE soit défini, le nombre de colonnes de P doit étre égal au nombre
de lignes de F, soit 4.
Les autres produits sont alors compatibles : G (3 x 2) par C (2 x 2), E (4 x 3) par F (3 x 3),
F (3 x 3)par N (3 x 1).
La matrice P doit donc étre de taille[2 x 4],

b. Le produit a autant de lignes que la premiére matrice G (3) et autant de colonnes que la
derniére matrice N (1) :

C P, 6 E, F N, estdetaille |3x1]|
NN NN NN N
. 3 -1 r 2 3r—y b
I ffi : = .
5) On note z et y les coefficients manquants <1 9 > <y 1) (.T + 2 4>

La deuxieme colonne vaut bien <i> (3x2—1=5et2+2=4). Lapremiére colonne donne le

systeme :

Jz —y=11 y=3zr—11 y=3z—11 z=3
— — —

GE -0

Vérification: 3 x 3 — (—2) =11et3+2 x (—-2) = —1.

6) Le produit matriciel n’est pas commutatif : pour factoriser, le facteur commun doit étre placé du
méme cété dans chaque terme. On note I, la matrice identité d’ordre p, qui vérifie HI, = I, H =
H.

a. H> —7TH = HH — TH1I, donc

H? - 7TH = H (H — 7I,)

(on peut aussi écrire (H — 71,,) H, car H commute avec H et avec I,)). Attention: H — 7 n'a
pas de sens, on ne peut pas soustraire un réel a une matrice.
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b. Dans 5AH, la matrice H est a droite; dans HB, elle est a gauche. Factoriser par H a
gauche demanderait d’écrire 5AH = H(5A), c'est-a-dire AH = HA, ce qui est faux en
général.

1 2 01\, ,, (01 (3 -1
Parexemple,avecA_(3 _1>etH_<0 0>.AH_<O 3>etHA_<0 0).

‘On ne peut pas factoriser 5AH + HB‘ dans le cas général (ce serait possible, sous la
forme H(5A + B), seulement si A et H commutent).

c. La matrice A est a droite dans les deux termes :

|2HA+3BA = (2H + 3B) A|

7) Pour i > j (coefficients sur la diagonale et en dessous), b;; = 2; pour i < j (au-dessus de la
diagonale), b;; = 0. La matrice est carrée d'ordre 4 :

NI ORI O V)
NN O
NN OO
N O OO

Par exemple b3y = 2car3 > 1, et by, = 0 car 2 < 4. La matrice B est triangulaire inférieure.

8) a. Une matrice diagonale a tous ses coefficients nuls en dehors de la diagonale. Il suffit de
choisir quatre coefficients diagonaux de somme 9, parexemple 1 +2+3+3=9:

Tr(D)=1+2+3+3=09.

o O O
S O N O
o w o o
w o O O

Il'y a une infinité de réponses possibles (par exemple aussi D = diag(9, 0,0, 0)).

b. On examine les deux implications.
Sens direct. Une matrice strictement triangulaire (inférieure ou supérieure) a tous ses co-
n

efficients diagonaux nuls : a;; = 0 pour tout i. Donc Tr(A) = ZO = 0. Cette implication
=1

est vraie.
Réciproque. Elle est fausse : une trace nulle n'impose pas que les coefficients diagonaux
soient nuls, ni que la matrice soit triangulaire.

1 0 .. :
0 _1> vérifie Tr(A) = 1+ (—1) = 0, mais ses
coefficients diagonaux ne sont pas nuls : elle n'est pas strictement triangulaire.
Pour un ordre n > 2 quelconque, la matrice diagonale de coefficients diagonaux
1,—1,0,...,0 convient.
L'équivalence est donc: seule l'implication « strictement triangulaire = Tr(A) = 0»
est vraie.

Contre-exemple pourn = 2: A = <

Terminale - Mathématiques Expertes




