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Exercice 1: Réel ou imaginaire pur? 4 points

On commence par développer: 7; =2z —i+3iz —4= (24 3i)z — 4 —i.

1) Avecz =aréel: Z; = (24 3i)Ja—4—i=(2a—4) +i(3a —1).
7, est réel si et seulement si sa partie imaginaireestnulle:3a — 1 =0 < a = 3

1
z= (onaalors Z; =% —4= -1

2) Avec z = a +ib: (24 3i)(a + ib) = 2a + 2ib + 3ia + 3i%b = (2a — 3b) + i(3a + 2b), donc

Z1=(2a—-3b—4)+i(3a+2b—1)

. — . . . 2a — 4
7 estimaginaire pur si et seulement si sa partieréelleestnulle: 2a—3b—4 =0 < b= a3 .
2a — 4
z=a+1 a4 , a€R
3

p . 20— 4

Les points d’affixe = forment la droite d’équation y = * 3 dans le plan complexe. Exemple :
a=2donne z» =2,eteneffet 71 =4 —4+i(6 — 1) = 5i.

Exercice 2 : Equation de degré 3 5 points

1) P(-1) = (-1)* = 5(-1) + 7(—1) + 13 = —~1— 5 — 7+ 13 = 0:| —1 est solution de (1). |

2) Comme —1 est racine, P(z) se factorise par (z + 1) : cherchons b et ¢ réels tels que P(z) =
(z 4+ 1)(2% + bz +¢).
Développement : (z + 1)(22 + bz +¢) = 23+ (b+ 1)22 + (c + b)z + c. Par identification avec
23— 522+ 7z +13:

b+1=-5=b=-6 c=13 (et on vérifiec+ b =7)

Donc P(z) = (z + 1)(22 — 6z + 13). Pour 22 — 624+ 13 =0: A = 36 — 52 = —16 = (44)?, d'ou les

. + 43 ..
racines z = Lo 3 &£ 2¢. Ainsi

P(z) = (z+1) (z — 3+ 2i) (z — 3 — 2i)

cest-a-direa=—-1,0=3—2iety =3+ 2i.

3) Un produit est nul si et seulement si I'un de ses facteurs est nul :

S={-1;3—2i;3+2i}
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Exercice 3 : La formule du binome par récurrence 11 points

0
0 0 -

1) Pourn=0:(utv)’=1et) ( )uo‘pqﬂ’ = <0> u%° = 1.| Ry est vraie.
p

p=0
2) Soit k € N tel que Ry, est vraie.

a. (u+v)"! = (utv)(u+v)* = u (u+v)*4v (u+v)*. Enremplagant (u+v)* par I'expression
donnée par Ry, :

k k
k k
(u4v) 't =u E ( )uk_pvp +v E ( )uk_pvp

b. On fait entrer u (puis v) dans chaque somme : u x u*PvP = yFH17PyP et v x uF PP =
uF~PyP*1 Donc

k k
k
k+1 __ k+1—p,p k—p, p+1
(u+v) ( ) (U ( >u v
Z pz:(:) D

p=0

c. Dans la seconde somme, on effectue le changement d'indice¢q =p+1:quandpvadeOa
N Lz . k k—(qg— k k+1—
k,qvadelak+1etp=q—1. Leterme général devient (1 )uF~(1"Du? = ( E )Jubt1=0p,
En renommant l'indicegenp:

k k k+1
(u +’U)k+1 _ Z (p) k+1— PP 4 Z ( ) k+1—pvp

p=0

d. Onisole le terme p = 0 de la premiere somme et le terme p = k + 1 de la seconde, puis on
regroupe les termes communs (1 <p < k) :

k k
(u—+v)F = k uk+1+z k ukJrl*pvp_i_Z k uktl=pyp k lans
0 p p—1 k
p=1 p=1
k
Y Kk> N < k ﬂ WFHPyp L ket
p p—1
=1

p

D'aprés la relation de Pascal, () + (,*,) = (*}') pour 1 < p < k. De plus uf*! =
(FEhuk ol etohHt = (P ulof+! (car (i) = (1) = 1). Enréintégrant ces deux termes

dans la somme:

('LL + ,U)k+1 — + 1> ukJrl*p,UP
p

B

I +

o —
N
o

3

c'est-a-dire Ry est vraie.

3) Ry est vraie (question 1) et R, entraine Ry, pour tout & € N (question 2) : par récurrence,
\Rn est vraie pour tout n € N \ C’est la formule du bindme de Newton, valable pour tous com-

plexes u et v.
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