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Dérivation, trigonométrie et optimisation - Corrigé

Exercice 1: Calculs de dérivées 8 points

« f(z) = (22 = 7)(1 — 22?). f est un produit de deux fonctions polynémes, dérivables surR : f est

dérivable sur R. Avec u(z) = 2% — 7,4/ (z) = 2, v(z) = 1 —22%,v'(x) = —4z et (w) = v +uv':

f(x) = 22(1 — 22%) + (2 — 7)(—4z) = 2z — 423 — 42> + 282 = | —82° + 30z

(Vérification : f(z) = —2x* + 1522 — 7, dou f'(x) = —8x3 + 30x.)
2 _
c t(x) = x;;ia;? Le dénominateur s'annule pour z = —5. ¢t est un quotient de fonctions

polynémes : elle est dérivable sur ] — co; —5[ et sur ] — 5; +oo|. Avec u(z) = 2% + 3z — 7,

, Fov ool
w(r) =2x+3,v(r)=x+57(r)=1et (E) A ALy
v

02

, 2z +3)(z+5)— (2> +32—-7)x1 222+ 100 +32+15—22 -3 +7 |22+ 102+ 22
t'(x) = = =

(x+5)2 B (z +5)2 | (z+5)?
5x - . 7 . . .
cw(x) = T ¥ est définie pour x > 0 et 7 — 3z # 0, soit z # 3 La fonction racine carrée
- . L. 7 7
est dérivable sur ]0; +oo[ (pas en 0); le quotient est donc dérivable sur ] 0; 3 [ et sur] 3 +00 [
Avec u(z) = 5y/z, v/ (z) = 235, v(z) =7—3z,v(z) =-3:
5(7 — 3x) + 30z
(@) = 2f(7 37) = 5y x (= )_ NG 35415z | 5(T+3ax)
(7 —3x)2 - (T-32)2 22 (T—-32)2 |2y (7—3z)?
(On a réduit au méme dénominateur 2,/x au numérateur : 5,/x x 3 = car/z x \/x = x.)

2[
* n(z) = (-5+3z)". n estde la forme u” avec u(x) = 3x — 5 polyndme dérivable sur R, v/(z) = 3:
n est dérivable sur R et (u") = 7u/u’ :

n'(x) =7 x 3 x (3z —5)% =|21(3z — 5)°

Exercice 2 : Valeurs exactes en trigonométrie 6 points

V6 — V2 V2 -6

1) Comme0<%<7r,onasin1w—2>0.0r\/6>\@,doncT>0etT<0.Laseule

. — V2
valeur possible est donc sin% = \[4\[ .
Vérification avec cos® 4 sin” = 1:

o o™ (V2HV6)2 4+ (V6—v2)?2 (2+2V12+46)+(6-2V12+2) 16

cos® — —+ sin = = — =1
12 12 16 16 16

2) Onraméne chaque angle a ﬁ
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BT + = et (m+x) = donc 15T _ T,
B =T 1 cos(m+ x) = —cosz, CcoS o = (30512,
°77r—7r+7ret'(7r+>— donc'77T— .
15 5 1o sin 5 x| = cosz, s1n12—cos12,
.57r_7r Wet (7‘( )_, donc 57T__ T
12 = 9 12, COS B) r ) =s1mx, COS 12 = Sin 12.
Ainsi:
A= —cos17r—2 —3cos17r—2 +4sin% = —4(30s17r—2 —|—4sin%

3) Enremplagant par les valeurs exactes :

Am—ax AR R s o VB Ve[

Exercice 3 : Aire maximale 6 points

Mise en place. A(—6; 0) et B(6; 0); le point P(z; y) est sur la parabole avec —6 < = < 6, donc

72 - 222 2(36 — 22 .y , :
= —§x2 +8 = 9 - ( 9 ) > 0. Son projeté orthogonal sur I'axe des abscisses est

A

>P(m;y)

B

A N
/6 H(z; 0) & T

Aire du triangle. Le triangle AP H est rectangle en H (car (PH) est perpendiculaire a I'axe des abs-

~ 7 ) H 2 _ 2
cisses). Ses cotés de I'angle droit mesurent AH = 2z — (—6) = x + 6 et PH = y = (369 x ).
Donc:

AH x PH 1 2(36 —2?) |1
Aapn = >2< =§(x+6)x%= §(x+6)(36_$2) Vo €] -6; 6]

1 . N
= §(a:+6)(36—a:2) sur]—6; 6[. g estun produit de polynémes,

dérivable, avec u(z) = z + 6, v/(x) = 1, v(z) = 36 — 22,v'(z) = -2z :

Recherche du maximum. Posons g(z)

1 1 1 1
g'(x) =5 [1x (36 - 2?) + (z + 6)(—22)] = 5 (36— z? — 227 — 12z) = 5 (—32% — 122 + 36) = -3 (22 + 42 — 12
. L . —4 -8
Le trindbme 22 4 4z — 12 a pour discriminant A = 16 4 48 = 64 et pour racines z; = = —6et
—44+38 1
oo = 2* =2.Done ¢/(x) = —5(z +6)(x - 2).
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Sur]—6; 6, x+6 > 0:le signe de ¢'(x) est celui de —(z — 2), positif pour z < 2 et négatif pour = > 2.

x —6 2 6
g (x) + 0 -
256

g est croissante sur | — 6; 2| et décroissante sur [2; 6] : I'aire est maximale pour = = 2, et elle vaut

1 256 ST
alors ¢g(2) = g X 8 x 32 = o & 28,4 (unités d'aire).

. 2 —8+72 64 , . . .
Conclusion. Pourz =2:y = ~3 X44+8= o 9 Laire du triangle APH est maximale pour

9
P(Q;%>.
9
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