N

Evaluation sur les Suites Numériques

lalilee.ac et le Produit scalaire - Corrigé

Exercice 1: Comportement d’une suite (3 points)

Soit (uy,) la suite définie pour tout n € N par u,, =

1.

a)

b)

3n+2°

Exprimons u,,11 puis calculons la différence w,, 1 — uy, :
2 2 2

Y T 3 1) 12 3n+3+2 3045
Ainsi :

2 2
Untl = = S s T 3+ 2

On met les deux fractions au méme dénominateur en multipliant la premiéere par (3n + 2)
et la seconde par (3n +5) :
2(3n + 2) 2(3n + 5)
Up4+1 — Up = -
Bn+5Bn+2) Bn+5)Brn+2)

6n +4 — (6n + 10)

tntd 7t = (3n+5)(3n +2)
6n+4—6n—10
Hntl T g Y 5 (30 1 2)
On obtient bien le résultat demandé :
—6

ntd T B R (B3 + 2)

Pour déterminer le sens de variation de la suite, étudions le signe de wu,, 11 — u,.
Comme n € N (doncn > 0):

5>0

2>0

* =20 = 3In+5

=
* 3n >

>
>0 = 3n+2
Le dénominateur (3n+5)(3n+2) est donc strictement positif en tant que produit de facteurs
strictement positifs.

Le numérateur est —6, qui est strictement négatif.

Par quotient, on en déduit que pour tout entier naturel n, u,+1 — u, < 0.

Conclusion :‘ La suite (u,,) est strictement décroissante.

2. Enutilisant la calculatrice, en saisissant I'expression de la suite ou en regardant les termes pour
des valeurs de n de plus en plus grandes (u19 ~ 0,0625, uigp ~ 0,0066, u1000 =~ 0,00066), on
observe que les valeurs se rapprochent de 0.

On peut donc conjecturer que :| lim wu, =0

n—-+o0o
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Exercice 2 : Produit scalaire en repére orthonormé (8 points)

Les points sont A(4; —1), B(3; 4) et C(—1; 1).

1. Figure:

2. Calculons d’abord les coordonnées des vecteurs @ et ﬁ :
- —4 ~1

(7T = A’ — AB

YB — YA 4—(-1) 5

TC —TA —-1—-14 -5

Yo — ya 1—(-1) 2
Le repére étant orthonormé, on peut utiliser la formule analytique du produit scalaire :
E-@:x@xx@+y@ X Yac
AB-AC = (—1) x (=5) +5x2=5+10

AB-AC =15

3. On sait également que : AB - AC' = AB x AC x cos(BAC).
Calculons les longueurs AB et AC':

AB = /(-1)2 +52 =1+ 25 =26
AC = /(-5)2+22=25+4=1+29

Onadonc:

15 = /26 x /29 x COS(W) <= 15 =+/754 x cos(@)
— 15
BAC) = —

cos( ) =7

A l'aide de la calculatrice, on obtient : BAC ~ 56,8°.

Au degré prés, on a ;| BAC ~ 57°
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4. a) D estle projeté orthogonal de C sur la droite (AB).
Par définition du produit scalaire par projection orthogonale, on a:

AL - AC = AB - AD
Puisque nous avons calculé a la question 2 que E : ﬁ = 15, on en déduit directement :

AB-AD =15

b) Comme AL - AD = 15 > 0, les vecteurs AB et AD sont colinéaires et de méme sens.
Par conséquent, AL - AD = AB x AD.

Onadonc:

AB x AD =15 <= /26 x AD =15 < AD =

@\a
[e))

On retrouve bien:| AD =

@\;
(@)

5. La hauteur issue de C dans le triangle ABC est le segment [C D).
Le triangle AC'D est rectangle en D. D'apres le théoréme de Pythagore :

AC? = AD? + CD? < CD? = AC? — AD?

CD*=29 - —
26
Mise au méme dénominateur :
 29x26 225 754-225 529

D2 . -
¢ 26 26 26 26
La longueur C'D est positive, donc :
cD — @ _ /529
26 V26
23
Or /529 = 23. La valeur exacte de la hauteur est donc:|CD = \/7276

base x hauteur

6. Laire du triangle ABC est donnée par la formule : A =

2
En prenant pour base le cété [AB], la hauteur associée est [C'D].
23
ABxcD VX g o3

. 23 ST
La valeur exacte de l'aire est: | A = 5= 11,5 unités d'aire
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Exercice 3 : Géométrie métrique (6 points)

Ona AB = 4cm, BC = 5cm et ABC = 75°. I est le milieu de [AB].

1. D’aprés le théoreme d’Al-Kashi (ou loi des cosinus) appliqué dans le triangle ABC :
AC? = AB? + BC? — 2 x AB x BC x cos(ABC)
AC? =42 + 5% — 2 x 4 x 5 x cos(75°)
AC? =16 + 25 — 40 cos(75°)
AC? = 41 — 40 cos(75°)

A la calculatrice, AC? ~ 41 — 40 x 0,2588 ~ 30,65.

AC = /41 — 40 cos(75°) ~ 5,536 cm.
Arrondi a 0,1 cm pres, on obtient:| AC ~ 5,5 cm

2. Partons de la somme des carrés et utilisons la relation de Chasles avec les vecteurs donnés :
CB? + CA? = OB? + CA?
CB*+CA% = <a+ﬁ>2 + ((ﬁJrI_Zl)Q
On développe avec les identités remarquables scalaires :
CB2 4+ CA? =CI? + 201 - TB + TB? + CI?+2C1 - TA + TA?
CB?+CA* =201 + B2 + 14> +2C1 - (1B + TA)
Or, I est le milieu de [AB]. On en déduit deux choses :
. I—Zl + f§ = 0, donc le terme 257 . (fg + I—Zl) s’'annule.
AB>2+ (AB)2 _AB? AB* 24B* 1

—AB2.
2 2 1 4 4 2

En remplagant, on obtient bien I'égalité (qui est le théoreme de la médiane) :

« JA=1IB = ATB,doncIA%rIB2 = (

CB?+ CA?>=20T1%+ %ABZ

3. Remplagons par les valeurs connues et par la valeur exacte de AC? trouvée a la question 1:
1
52 + (41 — 40 cos(75°)) = 2CT% + 3 (4?)

1
25 + 41 — 40 cos(75°) = 20C1? + 56

66 — 40 cos(75°) = 2012 + 8
2CT% = 58 — 40 cos(75°)
CI? =29 — 20 cos(75°)

Ala calculatrice : CT? ~ 23,82.

Comme CT est une longueur (CI > 0) : CT = /29 — 20 cos(75°) ~ 4,88 cm.
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Arrondia 0,1 cmprés:|CI ~ 4,9 cm

4. On cherche 'ensemble (E) des points M tels que MA - MB = 12.
Faisons intervenir le milieu I de [AB] avec la relation de Chasles :

MA-MB =12 «= (MI+T4) - (MI+15) =12

Comme I est le milieu de [AB],on a 1B = —TIA. L'expression devient :
(M1 +TA) - (M1 -T4) =12

MI? —TA2 =12

Onsaitque AB =4,donc IA = % =2.

MI?—22=12 & MI?-4=12 & MI?=16

Puisque M T est une distance (positive), MI = /16 = 4.

Lensemble (E) est I'ensemble des points situés a une distance de 4 du point I.

Lensemble (E) est le cercle de centre I et de rayon R = 4.
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Exercice 4 : QCM (3 points)
Explications détaillées pour chaque question (non exigées sur la copie de I'éléve) :

Question 1: Réponse a.

Par définition du produit scalaire avec le cosinus :
zﬁ'ﬁZABXACXCOS(W)

ﬁ-ﬁ:E)xchos(%)
W)_\/é_

Sachant que (— = —:
que cos 1 5

,ﬁ.@zmx\g:w\/ﬁ.

Question 2 : Réponse d.

On développe le produit scalaire :

(@ + ) (20— V) =2a% — -0+ 204 — 0

Puisque le produit scalaire est symétrique (7 - @ = i - ¥) et que @ = ||i]|?:
=2||@|* +@- 7~ ||7?

Les vecteurs # et v sont orthogonaux, donc @ - 7 = 0.

=2x(2)2+0— (1)

=2x4-1=8-1=T.

Question 3 : Réponse b.

Introduisons le point B avec la relation de Chasles dans le vecteur Al

AD- Al = 4D (4 + B1)
AD. 2 - 4B 4 + 2D - 71

ABCD étant un carré, les vecteurs AD et AB sont orthogonaux, donc AD - AL = 0.
De plus, I appartient a [BC] donc les vecteurs AD et BI sont colinéaires et de méme sens (car AD =

BO).
1 1

Comme I est le milieude [BC|, Bl = -BC = - x 6 = 3.
2 2

Ainsi, AD - BI = AD x BI = 6 x 3 = 18.

Finalement, le produit scalaire vaut 0 + 18 = 18.
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