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Exercice 1

1. Démontrons par récurrence que pour toutn € N, u,, =4 x 3" — 1.

Initialisation : Pour n = 0, 0n a ug = 3. La formule donne 4 x 3° —1 =4 x 1 — 1 = 3. l'éqgalité est
vérifiée au rang 0.

Hérédité : Supposons que pour un entiern > 0, u, = 4 x 3" — 1.
Montrons que u, 11 = 4 x 3" — 1.

On sait que u, 11 = 3u, + 2. En utilisant I'hypothése de récurrence :

Uppr = 3(4 x 3" —1) +2

=12x3"—-3+2
=4x3x3"—-1
=4 x 3" 1

La propriété est donc héréditaire.

Conclusion : La propriété est initialisée et héréditaire, donc pour toutn € N, | u, =4 x 3" — 1|

2. Etude de la monotonie de (v,,).

Onav, = <2n) = @ Comme v,, > 0, étudions le rapport Untl
n nin! Un,
(2(n+1))!
Unt1 _ (n+DIn+1) (2n + 2)! " nln!
Un, (2n)! (n+Dln+1)! " (2n)!
nln!

Or2n+2)!=02n+2)2n+1)2n)!et(n+1)! = (n+ 1)nl

Uny1 (2n4+2)2n+1)  2(n+1)2n+1) 2(2n+1)  4n+2
vn (n+Dn+1) (n+1)2  on+1 a4+l

Un+1

Pour tout n € N*,4n + 2 > n + 1 (car 3n > —1, toujours vrai). Donc > 1, ce qui implique

n

Un+1 > Uy La suite (v,) est donc strictement croissante.

3. Encadrement de f(z) pour z < 0.

Soit z < 0. On part de I'encadrement classique du sinus :
—1 <sin(z) <1

On ajoute 4 :
3<sin(z)+4<5
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La fonction inverse est décroissante sur ]0; +oo[, donc :

1 1
- < — <
5 7 sin(z) +4 —

Wl

On multiplie par (x — 1). Comme z < 0,onax — 1 < —1 < 0. Linégalité change donc de sens :

rz—1 rz—1 rz—1
> - >
5 7 sin(x) +4 3

Soit :

r—1 r—1
< <
T < @) <

(Note : comme z — 1 est négatif, %1 est bien plus petit, c’est-a-dire "plus négatif", que %1).

Exercice 2

1. Calcul des premiers termes :

1 2 1 4
cup = - - l=-(1)+1=-.
uy 3u0+3(0)+ 3( )+ 3
Cuy= tu b Il ix e i1=2y 09D
12T gty T373737° T9"9 9" o
1 +2(2)+1 1)(194_4+1 19+36+27 82
*C U = —U — = — _ — = — _— _— = —,
573773 379 "3 27 ' 27 ' 21 27
2. (a) (n+1) = (Sunt 2nt1 1= Sup 2 i — =
. ( = U — \n = —U —Nn —n — = U -nNn—-—Nn = —-Up — —N =
n+1 n+1 3 n 3 3 n 3 3 n 3
1 1 . . - . 1 .
§(u” —n) = 3 Un- (v,,) est donc une suite géométrique de raison ¢ = 3 Son premier terme

estvg=uyg—0=1.

i . 1 n 1 n
b) Onendéduitv, =vyxq¢"=1x =] =(=] .Commewv, =u, —n,onau, =v, +n,
3 3

dou:

n
(¢) lim (3) =0car—1<i<1. lim n=+oc.Parsomme,| lim wu,=+oo|

n—-+4o0o n—-+o00 n—-+400

(d) Algorithme Python :

def seuil():

]
2 u =1

3 n =20

4 while u < 2020:

5 n=mn+ 1

6 u = (1/3)**n + n
7 return(n)

Note : On peut aussi utiliser la relation de récurrence dans la boucle (u = u/3+2%n/3+ 1),
mais il faut faire attention a I'indice n utilisé. La méthode utilisant la forme explicite est plus
sdre ici.
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(Y s

k=0 k=0

n n 1 k
3. (a) S, = = = k
@s-3u-3(3)
k=0 k=0
La premiére somme est la somme des termes d’'une suite géométrique :

-t 1 a/3)ntt 3 1\ "
kzzo<§> T o1-1/3 2/3 _§<1_<§) )

n(n+1)‘

La seconde est la somme des premiers entiers :

3 1\t n?+n
ou:|S,=-(1-1{3 :
D'ou:|S, 2( (3) >+ 5
S, 3 N\N"™\ n2+4n
n = —F& — —& 1— — _—
(b) w n?  2n? ( (3> o
n?+n 1 1

. 1 .
lim — =0, donc le premier terme tend vers 0. Pour le second terme : — 5 =5+t
n—+oo N, 2n 2 2n

L. 1
dont la limite est 7

T . 1
Ainsi, HETOO Wy, = 3|

Exercice 3

Partie A

1. g est un produit de fonctions dérivables sur R.

JE)=1xe"+(x+1)xe*=e*(1+z+1)=|(x+2)e"|
2. Etude du signe de ¢/(x) : Comme ¢® > 0, ¢(z) est du signe de = + 2.

crx+4+2=0<<= z=-2.
crx+2>0 <<= x> -2.
Limites :
* En 400 :lim(z + 1) = +oo et lime® = +oo,donc  lim g(z) = +o0.
T—r+00
* En —00 : g(z) = we® + €. On sait que lim ze® = 0 (croissance comparée) et lim e* = 0.
T——00
Donc lim g(xz) =0.

T——00

x —00 —2 —+o0

Terminale - Spécialité Mathématiques




X
malilee.ac

Analyse, Dénombrement et GEométrie dans |'espace - Corrigé

Valeur du minimum: g(—2) = (—2+ 1)e 2 = —e 2 = ——

3. Le minimum de g surR est —e~2 ~ —0, 135.

Or —0,135 > —1. Donc pour tout z,| g(x) > —1|.

Partie B

1. f(x) existe si le dénominateur est non nul.
Dénominateur: (z + 1)e” + 1 = g(z) + 1.
D'aprés la question A3, g(z) > -1 = g¢g(z)+1> 0.

Le dénominateur est strictement positif, donc ne s’annule jamais. f est définie sur R.

2. Limiteen —co:
lim e* =0.
Tr——00

lim ((zx+1)e*+1) =lim(g(x) +1)=0+1=1.

T—r—00

Donc par quotient,| lim f(z) =0/

T——00

3. Limite en +oo : On factorise par e* au dénominateur (pour z # —1) :

(@) = :
x) = = .
elx+1+e®) z+1l+e®

lim (z+1)=+oc0etlime ™ = 0.

r—-+00

Donc le dénominateur tend vers +oo.

Par quotient,| lim f(z)=0|

T—r+00

4. Comme lim f(r)=0et lim f(x)=0,ladroite d‘équation est asymptote horizontale
ala courbe en —co et +oo.

Partie C

T gm(x)=0 <= z4+1-—me*=0 <= z+1=me ™.

En multipliant par e¢® (quiestnonnul) : (z + 1)e* = m < m
2. Lespoints d'intersection de C,, avec |'axe des abscisses correspondent aux solutions de g, (z) =
0, donc aux solutions de g(z) = m.
D’aprés le tableau de variation de g (décroissante de 0 @ —e~2 puis croissante de —e =2 & +0) :
+ Sim < —e~2: 0 point d'intersection.
+ Sim = —e~2: 1 point d'intersection (en 2 = —2).
* Si —e72 < m < 0: 2 points d'intersection (car m est compris entre le minimum et la limite
en —oo).
+ Sim > 0:1 point d'intersection (la branche sur | — co; —2] tend vers 0 et reste négative

ou nulle si on consideére la limite stricte, la branche sur [—2; +o00[ couvre [—e~2; 4-o00[ donc
traverse m > 0 une seule fois).
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Exercice 4

Urne : 5 noires (1, 2, 3, 4, 5) et 3 rouges (6, 7, 8). Total = 8 boules.

1. Tirages avec remise (5 boules). Chaque tirage a 8 issues possibles. C'est une liste de longueur
5 (p-uplet).
(a) Nombre total : 8% = [32768 |.

(b) 17¢ Noire (5 choix), 2¢ Rouge (3 choix), les 3 autres quelconques (82 choix). 5 x 3 x 8 =

15 x 512 =[7680].

(c) « La 1"¢ boule rouge est en 3¢ position » signifie : Noire, Noire, Rouge, quelconque, quel-

conque. 5 x 5 x 3 x 8x 8 =75 x64=4800|

(d) Au moins une rouge = Total - « Que des noires ». Tirages avec que des noires : 5° = 3125.
Résultat: 32768 — 3125 =[29643 |.

2. Tirages sans remise (8 boules). Il s’agit de permutations des 8 boules.

(a) Nombre total : 8! =|40320]|.

(b) 17¢ Noire (5), 2¢ Rouge (3), les 6 autres sont les boules restantes (6!). 5 x 3 x 6! = 15 x 720 =

10800}

(c) 1" rouge en 3° pos = N, N, R, et les 5 autres quelconques. Choix : 5 x 4 (pour les 2
noires) x3 (pour la rouge) x5! (pour le reste). 20 x 3 x 120 = 60 x 120 =| 7200 |.

3. Tirage simultané de 2 boules. Nombre total de combinaisons : <§) = 8 >2< ’ = 28.
R . . 3 3
+ Evénement A « 2 rouges » : On choisit 2 rouges parmi 3. 9) = 3.P(A) = %8I

- Evénement B « méme couleur » : (2 Rouges) OU (2 Noires). 2 Rouges : 3 fagons. 2 Noires :

4 1
(Z) _5 >2< = 10 fagons. Total cas favorables : 3 + 10 = 13. P(B) = 2—2 .

Exercice 5

Partie A

1. OnaU?:QA_L)/.

D’aprés la relation de Chasles, U? = 17)4 + @ = —A‘U2 + ﬁ

Donc—A‘U>+ﬁ:2A‘U) = ﬁzisA‘(} — A‘Uz:é@

2. Construction : T est aux 2/3 de [AD]. U est au 1/3 de la diagonale [AC] de la base.
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H G
S ‘
. R
E :
D!
T Bl --=-=JC
- » -7 -
it - 7|+|‘ )
A v B

3. On décompose dans la base (4B, AD, AE).

70 - TA+ 70 - -2aB+ 12
or A = zﬁ—i-./ﬁ (ABCD parallélogramme).TT]> = —%xﬁ—i—%(zﬁ—i—xﬁ) = %1@ - %@ i

. Th=TA+ AR A~ 23D

Rmilieude [EF],donC/ﬁ) = ﬁﬂﬁﬁl = E—F%ﬁ = EJF%E TR = %1@ - ;E + AB|.
. ﬁ:T_flJrB.Smilieu de [EH],doncB:E+%ﬁ:E+%zﬁ.ﬁ: 72E+
At -+ 120 - -135 + 3]
4. 9TU+6TS = 9(%@—%@)+6(—%@+ﬁ) — 3AB—3AD— AD+6AE = 3AB—4AD+6AE.
Observons 6T = 6(%1@) - %@ + ﬁ) — 348 — 4AD + 6AE.
Donc 9T—(}+ 6ﬁ = 6T—}>2 .

5. On a trouvé une relation linéaire entre les vecteurs : 3T—I} + Qﬁ = 2T—}>E. Les vecteurs sont
coplanaires, donc les points T, U, R et S sont coplanaires.

6. AL = 2AB. L e (TU) donc T et TU sont colinéaires, ou encore L, T, U alignés. T1, = TA +

it - 2B 4 70 - La - Lap
Colinéarité : + AL — gﬂi _ k(%ﬁ - %E).

Identification des coefficients (car /ﬁ, AD non colinéaires) :

2 k
SurdD: ——=—= = k=2.
3 3
k2
SurAB:oc—2 -2
TT373
2
Donc|xz = = |
TT3
Partie B

Repére (A; AB, AD, AE). Coordonnées des sommets : A(0,0,0), B(1,0,0), D(0,1,0), E(0,0,1).
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1.« F:AF = AB + AE. Donc| F(1;0;1)].
. S :milieu de [EH]. E(0,0,1), H(0,1,1).[5(0:0,5:1) |
— 2 2 — — 2
: 55. D344): gﬁ _ 5@. AM = AD + DM = AD + 51@. Donc [1(0,4;1;0)]. (Note :

. N:ﬁ:yﬁ:yﬁ.ﬁ:EJrﬁ:EntyE.Doncm.

2. Les points F, S, M et N sont coplanaires si et seulement si les vecteurs ﬁ FMM et FN sont
coplanaires.

Calculons les coordonnées des vecteurs :
« FS(0—-1;0,5-0;1—1)s0it FS(—1;0,5; 0).
e FM(0,4—1;1—0;0—1)soit FM(—0,6;1; —1).
c FN(1—1;4—0;0—1)s0it FN(0; y; —1).

Les vecteurs 'S et FM ne sont pas colinéaires (leurs coordonnées ne sont pas proportion-
nelles, par exemple sur la cote z). lls définissent donc un plan.

Les vecteurs sont coplanaires s'il existe deux réels a et b tels que :

ﬁzaﬁ—i—bm

Ce qui équivaut au systeme suivant :

0=—-1a—0,6b
y=20,5a+ 1b
—1=0a—-1b

Résolvons ce systeme : De la troisieme ligne, on déduit immédiatement :

—1=-b<«<= b=1

Onremplace b par 1 dans la premiére ligne :

0=-a-0,6x1 + a=—0,6

On remplace enfin a et b dans la deuxiéme ligne pour trouver y :
y=0,5%(—0,6)+1x1

y=-0,3+1

y=20,7

La valeur du réel y pour que les points soient coplanaires est|y = 0,7
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