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Limites de Suites et Raisonnement par récurrence - Corrigé

Exercice 1

1. (*) Affirmation 1: FAUSSE
Il suffit de donner un contre-exemple.
Considérons la suite constante définie par u,, = —20 000 000 pour tout n € N.
On a bien u,, < —15000 000 pour tout n > 35.

Cependant, la suite est constante, donc EI—II} un = —20000000 # —oco.
2. Affirmation 2 : FAUSSE

Il s’agit d’'une forme indéterminée du type « co x 0 ».

La limite du produit n'est pas nécessairement +oo.
1

Prenons comme contre-exemple : u,, = n et v, = — pourn > 1.
n

Onabien lim wu, =+ocet lim wv, =0 (avec v, > 0).

n—-+0o0o n—-+00

1 1
Or, upvy =n X — = —, donc:
n n

nll)glw UpVyp = 0 # 4o00.

3. Affirmation 3 : FAUSSE
Onap,=n?—42+4=n>—38.
Considérons la fonction f définie sur [0; 400 par f(z) = x> — 38. Sa dérivée est f/(z) = 2z.
Pour tout = > 0, f’(x) > 0, donc la fonction f est strictement croissante sur [0; +oo.

La suite (p,,) est donc strictement croissante pour n € N.
4. Affirmation 4 : VRAIE

Soitn € N, doncn > 0.
En multipliant par —3 (qui est négatif), on change le sens de 'inégalité : —3n < 0.
En ajoutant 4 de chaque c6té: —3n + 4 < 4.

D'ou w,, < 4. La suite est bien majorée par 4.

Exercice 2

1. (*) Démontrons par récurrence que pour tout n € N, u,, = 1 — 3™,

Initialisation : Pour n = 0. D'une part, uy = 0 (donné dans I'énoncé). D'autre part,1-3° = 1—-1 =
0. L'égalité est vérifiée au rang n = 0.

Hérédité : Supposons que pour un entier k € N fixé, on ait u;, = 1—3*. Montrons que la propriété
est vraie au rang k + 1, c'est-a-dire uy; = 1 — 3++1.
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Par définition, u; 1 = 3ux — 2. En utilisant I'hypothése de récurrence :

uper = 3(1—3%) =2
Upyr =3 —3x 3 —2
Upyr =3 — 3K -2

upyy =1—3"1

La propriété est donc héréditaire.

Conclusion : Par le principe de récurrence, pour tout n € N, .

2. Calcul des limites.
1

T2
a = n
(@) wn n+1

lim (3 — %) =3
n—-+o00 n

lim (n+1) =400

n—-+00

() v, =3n%—-8n+1

Par quotient,| lim wu, =0]|.
n—-+0o00

Nous sommes en présence d'une forme indéterminée « +oco—oc ». Factorisons par le terme
lim n? =400

de plus haut degré (n?) :
1
’Unzn2 (3—§+_2>
n n
n—-+00

8 1 Par produit,| lim v, = +oo|.
lim (3——+—2> =3 noee
n—+oo n n

©) )b, = (n _ ni) 6—n)

lim <n2 — —2> = 400
nrteo n Par produit,| lim ¢, = —oco|.

w8 ) = 7o

Exercice 3

1. Al'aide du tableur, on obtient :

2
up =1 ; u1%0,667<§> ;o ug=0,5 ; U3%0,455(%>

On constate que uy > u; > u2 > ug. Conjecture : La suite (u,,) semble strictement décroissante.

2. Soit f(z) = 8__52 définie sur R \ {1,6}.
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f estdelaforme % avecu(z) =3 —zetv(x) =8 —5z.Onav/(z) = —1etv'(z) = —5.
f(%_UWW@%—Mwﬂw)_—MS—&ﬁ—@—wﬂ—m
Yo (v(@))? - (8 —52)
f,()_—8—1—5x—(—15+5x)_—8+5x+15—5x_ 7
%= (8 — 51)?2 - ®8-522  (8—5a)?

Pour tout z € R\ {1,6}, (8 — 52)%> > 0 et 7 > 0. Donc f’(x) > 0. La fonction f est strictement
croissante sur chacun des intervalles de son domaine de définition, en particulier sur [0; 1] (car

1,6 ¢ [0;1]).

f(0) =3

3. Démontrons par récurrence que pourtoutn € N, 0 < up1q < uy, < 1.

i e as 3—1 2 .
Initialisation: Pourn = 0. yg = 1letu; = —— = 3 Onabien0 <

<1< 1.
8—5 -

[GVIN V)

La propriété est vraie au rang 0.

Hérédité : Supposons que pour unrang k, 0 < uky; < ug < 1. Comme la fonction f est
strictement croissante sur [0; 1] (d'aprés la question 2), elle conserve l'ordre. Appliquons f aux
membres de l'inégalité :

f(0) < fluksr) < flug) < f(1)
Or:

. 3 2 .. .
On obtientdonc: 0 < 3 < Upto < upyr < 3 < 1. Ce quiimplique 0 < ug1o < ugyy < 1.

La propriété est héréditaire.

Conclusion : Pour tout entier naturel n,

0 < tpyr <up <1

Déduction : Nous venons de démontrer que la suite (u,,) est:

(a) Décroissante (car u, 1 < uy).

(b) Minorée par 0 (car u,, > 0).
D'apres le théoreme de convergence monotone, la suite (u,,) converge vers une limite finie :
0</¢<1.
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