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Correction de I'Exercice 1

Partie A

La fonction f est définie sur [0; +oo[ par f(t) = 0,5te~ %5

1. Etude de la limite en +cc :

(. 0,5t .
On peut écrire f(t) = 05t Posons le changement de variable X = 0,5¢. Quand ¢ — +oc, alors

X - +00.0nat=2X,donc:

_ _ X
ft)=0502X)e ¥ =xe ¥ = <
eX
Or, par croissances comparées, on sait que limx . ¥ = +oo. Par passage a l'inverse, on en
déduit que :
li — = 0.

X—1>r-ri-loo eX
Ainsi, on conclut que :

tli—r{-noof(t) =0

2. Variations de la fonction [ :

La fonction f est dérivable sur [0; +oo] comme produit de fonctions dérivables. Posons u(t) =
0,5t etv(t) = e %% . Ona/(t) = 0,5 et v'(t) = —0,5e 0%,

Pourtout¢ > 0:
F/(#) =4 (t)v(t) +u(t)o'(t)
=0,5x e %% 4+ 0,5t x (—0,5e"%%)
= 0,569 — 0,25te 5
= 0,5 %% (1 — 0,5¢)

Pour tout ¢ € [0; +oo], 0,567%5¢ > 0. Le signe de f’(¢) ne dépend donc que du signe de 1 — 0,5¢.

1-05t>0 < 105t < 2>t

On calcule I'image du maximum : f(2) = 0,5 x 2 x e 922 =1 xe"! =e 1 = 0,37.

t 0 2 +00
f'(t) + 0 -
o1
f(t) / \
0 0
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Partie B

L'équation différentielle est (E) : 3/ + 0,5y = 0,5e~%5¢,

1. (a) Recherche d’une solution particuliére :

Soit u(t) = ate=%5, La fonction u est dérivable sur [0; +oo].

u'(t) =a(l-e7 %% 4t (—0,5)e7 %) = ae 0% (1 — 0,5t).

La fonction u est solution de (E) si et seulement si pour toutt > 0:

u'(t) 4 0,5u(t) = 0,5e %5
[ae™ %% (1 — 0,5¢)] + 0,5 [ate™*""] = 0,56
ae” 9% — 0,5ate” 9 + 0,5ate ™0 = 0,570

ae—O,E)t — 0’5e—0,5t

En identifiant les coefficients, on obtient .

La fonction solution particuliére est donc u(t) = 0,5te =" (ce qui correspond a la fonction

f de la Partie A).
(b) Résolution de I'équation homogéne :

L’équation homogeéne associée est (Ey) : ¢’ + 0,5y = 0, soit y' = —0,5y. Les solutions sont

delaformet — Ke 95 avec K € R.

Solutions de (Ep) : yo(t) = Ke % K € R

(c) Solutions générales de (F) :

Les solutions de (E) sont la somme de la solution particuliére u et des solutions de I'équa-

tion homogene.
g(t) — Ke_0’5t + O,5te_0’5t —

2. Condition initiale :

(K + 0,5t)e_0’5t

At = 0, la quantité de principe actif est nulle, donc ¢(0) = 0.

g(0) = (K 40,5 x 0)e05x0

0
K=0

(K+0)x1

avec K € R.

La solution unique vérifiant la condition initiale est donc g(t) = 0,5te~%%, ce qui correspond

exactement a la fonction f définie a la Partie A.
3. Etude du script Python :

a) D’apres la partie A, la fonction f est décroissante sur [2; +oo| et lim;—, 1 f(t) = 0. Comme
f(2) ~ 0,37 > 0,1 et que f tend vers 0, d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires (ou
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simplement par continuité et limite), la courbe de f finira nécessairement par passer en
dessous de la valeur 0,1. La condition while f(n) > 0.1 deviendra donc fausse a partir
d’'un certain rang, et la boucle s’arrétera. La fonction renverra bien une valeur.

b) On teste les valeurs entiéres successives a partirden = 3 :

* Pourn =3: f(3) = 1,5e 1% =~ 0,33 > 0,1. (On entre dans la boucle, n devient 4).

« Pourn =4: f(4) = 2672 ~ 0,27 > 0,1. (On continue, n devient 5).

« Pourn=5:f(5) = 2,5e72% ~ 0,20 > 0,1. (n — 6).

* Pourn=6:f(6) =3e3~0,149 > 0,1. (n — 7).

« Pourn =7: f(7) = 3,56~ ~ 0,105 > 0,1. (Condition vraie, n devient 8).

* Pourn =8: f(8) = 4e~* ~ 0,073. 0r 0,073 < 0,1.

La condition while devient fausse. La boucle s’arréte et la fonction renvoie la valeur cou-
rante de n.

| La fonction renvoie 8|

c) La fonction med renvoie le premier entier n (en heures) pour lequel la quantité de médica-
ment dans le sang devient inférieure ou égale a 0,1 mg. Labsorption a lieu a 8 h. Puisque
la fonction renvoie 8, cela signifie que le médicament devient inefficace (ou sa quantité
négligeable) 8 heures aprés la prise. Elle permet de répondre a la question : « A partir de
quelle heure (entiére) la quantité de principe actif sera-t-elle inférieure ou égale a 0,1 mg?
» (Réponse concreéte : 8h + 8h = 16h, soit 16 h 00).
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Correction de I'Exercice 2

1. Equation différentielle (E,) : i/ + 2y = —8.

a) Résoudre (E1). Détail : Léquation homogene est ¢/ + 2y =
0=yy=Ke 2.

Solution particuliére constante y, = C': 0+
20 =-8=C=—4.

Solution générale : y = yg + y,.

Réponse :|y(z) = Ke > — 4|avec K € R.

b) Solution f telle que f(1) = 4. Détail : /(1) = Ke 2 -4=4
— Ke?=38
— K= e% = 8e?
Donc f(x) = 8e?e~2% — 4.

Réponse : | f(z) = 8> 2% — 4

c) Allure de la courbe ; =z

Asymptote : y = —4 en +o0.

2. Equation différentielle (E) : i/ — y = 2cos(z) + 4sin(z).
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a) Solution particuliére y,(z) = acos(z) + | Calculs:

bsin(z). Yp(z) = —asin(z) + bcos(w).

On injecte dans (E3) :

(—asinz +bcosz) — (acosx + bsinx)
= (b—a)cosz + (—a—b)sinzx.

Par identification avec 2 cosz + 4 sinx :
Systéme vérifié para et b :

b—a=2
—a—b=4

Résolution :

Somme: —2a=6 = a=-3.
Substitution: b — (-3) =2 = b= —1.
Réponse :

yp(x) = —3 cos(x) — sin(x)

b) Ensemble des solutions de (Es). Détail :

Equation homogéney/ —y =0 = 1y =
Ke”.

Solution générale = homogéne + particu-
liere.

Réponse :

y(x) = Ke* — 3cos(z) — sin(z)

avec K € R.
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