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Calcul Intégral - Evaluation 3 - Corrigé

Exercice 1: Calcul intégral (10 points)

1. Valeur moyenne

La fonction f est continue sur R, donc sur [2; 5]. La valeur moyenne M est donnée par la for-
mule :

b
M:bia/a f(x)dx

Ici, a = 2 et b = 5. Une primitive de f(z) = 922 + 4z est F(z) = 323 + 222

1 5
M= i (922 4 4z) dx

= L3 2]’

((3x1254+2x25)—(3x8+2x4))

(375 + 50) — (24 + 8))

(425 — 32) = %

WP W kWl =W

Conclusion : La valeur moyenne est| M = 131 |.

2. Calcul d’intégrales

o 1
* Calculde 7 : I = f_21 ze” 3 dz. On reconnait la forme §u’e“ avec u(r) = x? — 3, donc

u'(x) = 2.
[ 1 2 1 —e2
I:—/ 226 B dy = = [emz_?’] = —(e4_3—el_3) B
2/ 2 -1 2 2
" 1 -
* Calculde J:J = ff%d:p. On reconnait la forme ~ — avec u(z) = 2% + 1, positif sur
441 2u
[1;2].
1 (% 2z 1 2 1 1. (5
== == [In@?+ 1], ==InG)-n@2)=|=In| =
I=3 [ e = 5 ne? + U]} = 500(6) 1) | 310 (3)

* Calculde K : K = fog (sin(2z) —1) dz. Une primitive de =+ sin(az+b) estz — —21 cos(az+
b).

IE

K= [—% cos(2z) — a:}
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3. Encadrement d’intégrale

D’aprés le tableau de variations, la fonction g est croissante sur l'intervalle [—5; 3] (car elle croit
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de —5 a 3 sur I'axe des abscisses).
On lit dans le tableau : g(—5) = 2 et g(3) = 4.
Ainsi, pour tout z € [—5; 3,ona 2 < g(x) < 4.

En appliquant la propriété de conservation de l'ordre de l'intégrale (positivité) sur l'intervalle

d'amplitude 3 — (—5) =8:
3 3 3
/ 2dx</ g(a:)d:vé/ 4ddx
-5 -5 -5

2x8L5<K<4x8

Conclusion : Le meilleur encadrement est|16 < S < 32|
4. Intégration par parties

Soit L = ffl(t + 3)e?t dt. On pose :

Les fonctions u et v sont dérivables et leurs dérivées continues sur [—1; 1]. D'aprées la formule
d’intégration par parties :

151" L |
L= [(t +3) x th] —/ 1 x —e?tdt
2 |, ) 2

11 4]
2 12° ],

1
=22 —e? 1(e2—e*2)
1
— 962 2 -2, L 9
e 4e e +4e
[T - 2es

Exercice 2 : Aires et positions relatives (4 points)

1. Position relative des courbes

On étudie le signe de la différence f(z) — g(z) :
flx)—g(z)=(x?-2)—z=a>—2—2

C'est un polynéme du second degré. Calculons le discriminant A = (—=1)2 — 4(1)(=2) =1 +8 = 9.

. 1-3 1+3
Les racines sont z; = — = —letgy = % = 2.

Le coefficient devant 22 est positif (o = 1), donc z? — = — 2 est négatif entre les racines.

-+ Sur[—1; 2], f(z) — g(x) <0 < f(x) < g(x) (C, est au-dessus de Cy).
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* Sur[2;2,5], f(z) —g(z) 20 < f(x) > g(x) (Cy est au-dessus de Cy).

2. Calcul de l'aire
Le domaine coloré se décompose en deux parties selon la position relative :

1. Ay sur[—1; 2]oug(z) > f(z).

2. Agsur[2;2,5]0u f(x) = g(x).
Soit Awrate = [2,(9(2) = f(2)) dx + [;°(f(x) — g(x)) da.
Déterminons une primitive de h(z) = f(z) — g(z) = 2?> —x — 2. H(z) = %3
- Aire 1: [% (g(z) — f(z))dz = — [*| h(x) do = —[H(x)]2, = H(~1) — H(2).
- Aire 2: [7°(f(x) — g(x)) dz = [H(2))3" = H(2,5) — H(2).

~—

Calculs numériques :

8 4 8 8 —18 10
cHR2)=-—-—4=-—-6= =_—.
() ; 12 1 ; 62 3312 73
—2-3+
cH(-1)=——-42= =
(=1) 3 2+ 6 6
5 125 25 125 — 75— 120 70 35
H(2’5)_H<§>_ﬂ_§_5_T__ﬂ__ﬁ'
7 10 7 20 27 9
—H(-1)—HQ2)==—(-= | ==+ =2=Z=45.
A= -HE) = - (<) =g F =T =5 =4
35 10 35 40 5
AQ_H@’E’)_H(Q)__E_(_?)__E+E_E'
4 .
Airetotale:A:QJri > +£:@unitesda|re.

2712 12 712 12

. V- . , 59
Conclusion : Laire du domaine coloré est o~ 4,92 u.a. |

Exercice 3 : Suites d'intégrales (6 points)

nt

e
Onal, = ' = a
fO 1+et
1. Calcul de I;
1 et
11:/ B
0 1+et
/

C'est de la forme - avec u(t) =1+¢€.
u

L =[In(1+e)];=In(1+e)—In(l+1) =In(l+e) —In(2) = |In (‘5 1)

2. Calcul de I,

1 1 t 1 t 1
1 e 1+e 1
Io+Li= | ——adt ——dt= | ——dt= | 1dt=[]§=1
o+h /0 1+ef +/0 1+el /0 1+ef /0 o
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Onendéduit: Ip =1 — I3.

1
I():l—ln<e+ )
2

3. Relation de récurrence Pour tout n € N* :

1 nt (n+1)t 1 nt t
e +e e"(1+e
In"‘In-i-l:/ ﬁdt:/ (—t)
0 +e 0 1+e

En simplifiant par (1 + ef), qui est non nul :

L LS|
I+ It = / e dt = [—em] = —(e"—¢Y) =
0 n 0 n

4. Calcul de I, On utilise la relation précédente pourn =1

el —1
1

Igze—1—1n<e—|2-1>

I+, = =e—1

Donc Io = (e — 1) — I;.

5. Expression de la différence

1 (n+1)t _ .nt
(§ (§]
Iy — I, = —dt
T /0 1+et

On factorise le numérateur par e : ("1t — ent — ent . ot _ ot — gnt(e! — 1),

1 ent(et _ 1)
Iy — I, = —— 2 dt
1 /0 1+et

6. Sens de variation Pourtoutt € [0; 1],onat > 0, donc la fonction exponentielle étant croissante,
el > 1,soite! —1 > 0.Deplus,e™ > 0et1+e! > 0. Lintégrande est donc positive sur [0; 1]. Par
positivité de l'intégrale,ona I,,,1 — I,, > 0, soit I, 1 > I,,.

Conclusion : La suite (I,,) est croissante.
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