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Exercice 1

1. Pour déterminer sila fonction f définie par f(x) = 22 —3x+2 est dérivable en a = 1, nous devons
étudier la limite de son taux d'accroissement lorsque h tend vers 0. Le taux d’accroissement de

fentreletl+ hest:
r(ny = DI o 2.0)

Calculons d'abord les images :
cf(1)=12-3(1)+2=1-3+2=0.
« f(14+h) = (1+h)2=3(1+h)+2 = (1+2h+h?)—(3+3h)+2 = 1+2h+h?—-3—3h+2 = h?—h.

On remplace dans I'expression du taux d’accroissement :

_(R*=h)—0 h(h-1)
T = =,
Pour tout /1 # 0, on peut simplifier par A :

T(h) =h—1

On calcule maintenant la limite :

li =lim(h—-1)=0-1=—1
fi 7(8) = i (h = 1) =0

La limite est un nombre réel fini. Par conséquent, la fonction f est dérivable en 1 et son nombre
dérivé est| /(1) = —1|

A . o 4 .. Lt s
2. De méme, pour la fonction g définie par g(z) = —, étudions la dérivabilité en o = 2. Le taux
x
d’accroissement de g entre 2 et 2 + h est:
_92+h)—9(2)

7(h) = Y (pour h # 0)

Calculons les images :

L4 2 = - = 2
9(2) =5
c g(24+h) = ——.
92 +h) =5
On remplace dans I'expression :
Qih_2
h) =
r(h) = 2+
Mettons le numérateur au méme dénominateur :
4—-2(2+h)
T o41hn 4—4-2h —2h
h P— == pr—
(") h h2+h)  hZ+h)
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Pour tout i # 0, on simplifie par & :

-2
h) = ——
T =577
On calcule la limite : )
li n=lim-—— = % — _
lim r(h) = lim o = 370

La limite est un nombre réel fini. Par conséquent, la fonction g est dérivable en 2 et son nombre
dérivé est|g'(2) = —1|

Exercice 2

Pour chaque affirmation, nous nous basons sur l'interprétation graphique du nombre dérivé (coeffi-
cient directeur de la tangente) et les informations données.

1. Affirmation FAUSSE. Le nombre dérivé f’(—3) correspond au coefficient directeur de la tan-
gente a la courbe C'; au point d'abscisse + = —3. En observant le graphique, on voit qu'au point
d’abscisse —3, la courbe est croissante. La tangente en ce point a donc un coefficient directeur
strictement positif. Le nombre —2 est négatif, donc I'affirmation est fausse.

2. Affirmation FAUSSE. Le coefficient directeur de la tangente a C'y au point d'abscisse —2 est
/'(—2). La tangente en ce point est la droite 7. Sur le graphique, 77 est une droite horizontale.
Le coefficient directeur d'une droite horizontale est toujours 0. Donc, f/(—2) = 0, et non 3.

3. Affirmation VRAIE. Léquation f/(z) = 0 a pour solutions les abscisses des points ou la tan-
gente a la courbe C est horizontale. Graphiquement, on identifie deux tels points sur l'intervalle
[—3;2]:

+ Un premier point d'abscisse x = —2, ou la tangente T est horizontale (sommet local).

+ Un second point, correspondant au minimum local de la fonction, dont I'abscisse est visi-
blement comprise entre 1 et 2.

Il'y a donc bien exactement deux solutions a I'équation f/(x) = 0 sur cet intervalle.

4. Affirmation VRAIE. La droite T est la tangente & C; au point d'abscisse 2. L'énoncé nous dit
qu'elle passe par les points A(1; —13) et B(2; 3). On peut calculer son coefficient directeur m :
_yp—ya 3—(-13) 16
m =

= = — =16
B —TA 2—-1 1

L'’équation de T, est donc de la forme y = 16x + p. Pour trouver I'ordonnée a l'origine p, on utilise
les coordonnées d’un des points, par exemple B(2; 3):

3=16x2+pe3=32+psp=3—32=—-29

L'équation réduite de la droite T, est bien|y = 16z — 29 |.
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Exercice 3
1. Lafonction f(x) = 29;4: 3 est définie si et seulement si son dénominateur est différent de zéro.

3
2:5—37&0(:)2:2753(:}:3755

2 b
2. Pour étudier la dérivabilité en a = 2, on calcule la limite du taux d’accroissement.

NN (CEES (0

L'ensemble de définition de f est donc Dy =R\ {2} Soit| Dy = ] —00; 2{% 3 —i—oo{ :

2+2 4 2+h)+2  h+4  h+d

= - =4 Etf(2+h)= = = :
2(2)—3 1 J@+h) 202+h)—3 4+2h—3 2h+1

htd . h+t4-42h+1)

T(h):2h+1 _ 2h + 1 :h—|—4—8h—4: —Th
h h h2h+1)  h(2h+ 1)
Pour h # 0, 7(h) = il
A AT
. . -7 -7
() =l =1 =7

La limite est finie, donc f est dérivableen 2 et| f/(2) = 7|

3. Pour trouver I'équation de la tangente en un point d’abscisse a quelconque, il faut I'expression
de f’(a). Calculons-la avec la définition.

_ fla+h)—fla) 1 [ a+h+2 a+2
7(h) = h _h(2(a—|—h)—3_2a—3>

Le numérateur de I'expression entre crochets est: N = (a+h+2)(2a—3) — (a +2)(2a+2h — 3)

N = (2a® — 3a + 2ah — 3h +4a — 6) — (2a* + 2ah — 3a + 4a + 4h — 6) N = (2a%> + a + 2ah — 3h —
1 —7h

6) — (2a® 2ah +4h — 6) N = —3h — 4h = —7h. Ainsi, 7(h) = — =

)= (20" +a+2ah+ ) T = BT ) = 3)a = 3)

(2a + 2 :;)(% Y En passant a la limite, f/(a) = limy,_o 7(h) = -7

rale de la tangente est y = f'(a)(z — a) + f(a).

W. Léquation géné-
a [e—

-7 x—a)+a+2
2a — 3

V= g

Poura =2,0na f(2) =4et f/(2) = —7.équationest:y = —7(z—-2)+4 < y=—-Tr+14+4 &
[y=—Ta+1s)
4. On veut étudier le signe de d(z) = f(z) — (—7x + 18) sur] g ; +00|. Lexpression y = —7x + 18

est I'équation de la tangente a Cy au point d'abscisse 2. On étudie donc la position relative de la
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courbe et de sa tangente en 2.

x+2 x+2+ (Tx —18)(2x — 3)
d(z) = — (=Tz +18) =
(@)= 5y =g ~ (-7 +18) 9z — 3
d(z) z+ 2+ (142? — 21z — 362 + 54) 1422 — 562 + 56
T) = =

2z — 3 B 2z — 3
On factorise le numérateur : 14(z? — 42 + 4) = 14(x — 2)2.

T — 9)2
de) = g0 =

Sur l'intervalle ] % ;400 [ onazx > % donc 2x > 3, et 22 — 3 > 0. Le dénominateur est toujours
positif. Le numérateur, 14(z — 2)?, est un carré, il est donc toujours positif ou nul. Il s'annule
uniqguement pour x = 2. Le signe de d(z) est donc positif ou nul.
Interprétation graphique :

* Pourtoutz € ] g ; +00 [\{2}, onad(x) > 0, ce quisignifie que la courbe C est strictement

au-dessus de sa tangente 7'.

* Pour z = 2,0n a d(2) = 0, ce qui signifie que la courbe C/ et sa tangente T se touchent
(c’est le point de tangence).

Exercice 4
3r—1 e 5 5
1 f(x) = Sy estdeﬁnle3|2x—57é0<:>x7é§.Donc Df—R\{z} A
2. Note : il y a une coquille dans I'énoncé. Le numérateur du taux d'accroissement est —13, comme
. . . -1
le suggére le bonus, et non 13. On utilise la formule corrigée : T'(h) = 5 . Le

(2(a+h) —5)(2a —5)
nombre dérivé f'(a) est la limite de 7'(h) quand h — 0.

#(a) = 1im ~13 B ~13 13
w0 (2(a+h) —5)(2a —5)  (2a—5)(2a—5)  (2a —5)2
- —13
AII’ISI, f,(a) = m N
3. Une tangente est paralléle a la droite d'équation y = —x si son coefficient directeur est égal a

—1. On cherche donc a tel que f/(a) = —1.

—13

Cette équation équivaut a :
20 —5=+v13 ou 2a—-5=-—-v13

20 =5++V13 ou 2a=5—+13
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5+13 —/13
a= ou a=
2 2
Les deux solutions sont valides. Il y a donc deux tangentes paralléles a la droite y = —z, aux
. . -1 1
points d'abscisses |a; = > 2\/_3 etay = > +2\/_3 .
Bonus
. -1 1 —1 -1
Démontrons la formule T'(h) = 5 .T(h) = - 3la+h) _3a . Mettons
(2(a+h) —5)(2a —5) h |2(a+h)—5 2a—-5

au méme dénominateur :

1 [(3a+3h—1)(2a - 5) — (3a — 1)(2a + 2h — 5)
Th) =3 (2a + 2h — 5)(2a — 5) }

Développons le numérateur N : N = (6a” — 15a + 6ah — 15h — 2a+5) — (6a? + 6ah — 15a — 2a — 2h +5)
N = (6a® —17a+ 6ah —15h +5) — (6a® — 17a+6ah — 2h+5) N = —15h — (—2h) = —13h. On remplace

dans T'(h) : . _13h 13
Th) =5 2(a+h) —5)(2a—5)  (2(a+h)—5)(2a—5)

La formule est démontrée.
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