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Exercice 1

. . e 1
On consideére les fonctions f, g et h définies par: f(z) = 22 — 22+ 5 g(x) =22 — 5 + - pour z # 0
h(z) = et*

1. a) Calculer les intégrales.

4 3 2
Calcul de / f(x)dx : Une primitive de f(z) = 22 — 2z + 5 est F(x) = % - 2% + 5z =
2
3
% — % + 5.

/24f(x)d33 = [x—g — x4 5:5]4
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Donc / f(z)dx = 20 )
9 3
2

2
Calcul de / g(x)dx : Une primitive de g(z) = 2z — 5 + = sur ]0, +oo| est G(x) = 2% -
T

1
5z + In |z| = 22 — 52 + In(x) (car z > 0 sur [1,2]).

2
/1 g(z)dr = [xQ — 5z + ln(x)]i

= (22-5x2+In(2))— (12 =5 x 1 +In(1))
=(4-10+1In(2)) - (1-5+0)

= (=64 1n(2)) — (—4)

= —6+1n(2)+4=1n(2) -2

2
Donc / g(z)dz =1n(2) — 2|. (Remarque : In(2) — 2 ~ 0.693 — 2 = —1.307 < 0. Linterpré-
1

tation en terme d'aire devra tenir compte de cela.)

Terminale - Spécialité Mathématiques




A . Calcul Intégral - Evaluation 1- Corrigé

malilee.ac

1
Calcul de/ h(z)dz : Une primitive de h(z) = e'* est H(z) = %e“.
0

1 4
-1
Donc / h(z)dx = ¢ )
0 4

b) Interprétation en terme d’aire.

Pour/ f(z)dx :Lafonction f(x) = #2—2x+5. Sondiscriminantest A = (—-2)2—4x1x5 =

4 —20 = —16 < 0. Comme le coefficient de 2 est positif (1 > 0), f(z) > 0 pour tout z € R.
4

50 . . NPT ; e s
Donc, / f(z)dx = 3 représente l'aire, en unités d'aire, du domaine délimité par la courbe

2
représentative de f, I'axe des abscisses, et les droites d'équations = = 2 et x = 4.

2
Pour/ g(a:)d:c:Sur[l;2],9(:1:):233—5—1—1.9(1):2—5+1:—2.g(2):4—5+%=
1 x

1 1 . C a1 .
-1+ 5= "5 La fonction g est négative sur [1; 2] (on pourrait étudier son signe plus en
2
détail, mais g(1) < 0 et g(2) < 0 et elle est continue). Comme/ g(x)dx =1n(2) — 2 <0,

1
cette intégrale représente l'opposé de l'aire, en unités d’aire, du domaine délimité par la
courbe représentative de g, I'axe des abscisses, et les droites d'équations z = 1 et z = 2.
L'aire est donc 2 — In(2) u.a.

1
Pour / h(z)dz : La fonction h(z) = e** est strictement positive pour tout = € R. Donc,
0

1 4
-1 , ) e . N
/ h(z)dx = ¢ 1 représente l'aire, en unités d’aire, du domaine délimité par la courbe

0
représentative de h, I'axe des abscisses, et les droites d'équations z = 0 etz = 1.

2. Calculer d’autres intégrales.
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2
Calcul de/ f(z)dz : On utilise la primitive F'(z) = % — 2% + 5.
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Donc /2 f(x)dx = —
1

2
Calcul de/ h(z)dz : On utilise la primitive H(z) = ;le“””.
1

2 8 _ 4
Donc / h(z)dx = |
1 4

3. En déduire des intégrales.

4
Pour/ f(x)dx : On utilise la relation de Chasles : / d:v_/ f(z da:-l—/ f(x)dx.D'aprés

) 1
les questions precedentes:/ f(z)de = — et/ f(x)dr = — Donc / f(z 3 2
1

3
63 4
5= 21. /1 f(x)dx =

2 2 2
1 e 1
Pour/ (e‘“ +22 -5+ —> dx : Par linéarité de l'intégrale :/ <e4“" +2z -5+ —) dx = / h(z)dz+
1 €T 1 €T 1

2 2 8 _ 4 2
/ g(x)dz. D'apres les questions précédentes : / h(z)dx = ¢ 1 ¢ et/ g(x)dx = 1n(2) — 2.
1 1 1

2 8 — ot 2 1 ed — et
Donc,/ (4$+2x—5+ )daz— T —|—1n(2)—2./ <e4x+2x—5+—>dx: 1 +1In(2) — 2|
1 1

4. Calculer les valeurs moyennes sur [1; 2].
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La valeur moyenne d'une fonction ¢ sur [a; b] est u = b—a/ ¢(x)dx. Icia = 1,b = 2, donc

1 2 2
b — a = 1. La valeur moyenne est donc 1 / ¢(x)dx = / o(z)dz.
1 1

2 1 1
Valeur moyenne de f sur [1; 2] : ;i :/ fz)de = —3. pf = ?3 )
1

2
Valeur moyenne de g sur [1; 2] : p, = / g(x)dr =1n(2) — 2. | pg =In(2) — 2|
1

2 68 _ 64 68 _ 64
Valeur moyenne de h sur [1; 2] : up, = / h(z)dx = I L
1
Exercice 2
Soit les fonctions F(x) = 0 et f(z) = _lee définies sur R
Vet T )y ‘

1. Démontrer que I est une primitive de f sur R.

Pour cela, il faut montrer que F’(x) = f(x) pourtout z € R. La fonction F est de la forme F(z) =
’ Loy — ool

—6 x (22 +2)~L. On peut aussi utiliser la formule de dérivation d'un quotient (g) = %
(% (%

Ici u(x) = —6 donc v/(z) = 0. v(x) = 2% + 2 donc v/ (z) = 2.

0x (22 +2) — (—6) x (27)
(12 + 2)2

00— (—12x)

- (1‘2 + 2)2

B 122

- (5172 +2)2

F'(z) =

On reconnait f(x). Donc F’'(x) = f(z) pour tout z € R. \ F est une primitive de f surR \

2. Trouver la primitive de f qui s'annule en 1.

Toutes les primitives de f sont de la forme G(x) = F(z) 4+ C, ou C est une constante réelle. Soit

N . —6
Gy la primitive de f qui s'annule en 1. On a Gy(z) = N} + C. 0On veut Gyo(1) = 0. Go(1) =
—6 —6 —6 N
meC: m+0= ?+C:—2+C. Donc -2+ C =0 = C = 2. La primitive de f
—6
is I 1 est =———+42|
qui s'annule en 1 est | Gy(x) O +

10
3. Calculer f(z)dx.
0
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On utilise la primitive F'(z) de f.

10

TR

10 50
Donc ; flz)dz = 7t

Exercice 3

Calculer la valeur exacte de chacune des intégrales suivantes a 'aide d’une primitive.

S| . 1 —u'(x)
a) I = / dz La fonction = — est de la forme avec u(z) = 1 — x, donc

aVl-z Vi—z u(z)
1 — u
! = —1. Ainsi, = — . Une primitive de — est 2,/u. Donc une primitive de
u'(x) — — p NG Vu p
T i estx — —2v/1 — .
— X

I=2V5-2|
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0 1 : 1 —u' (1) )
b) J = dx La fonction z — est de la forme avec u(z) = 1—x,doncv/(x) =
g l—-x 1—2 u(x)
1

A -1 . - 1
—1. Ainsi, 1 =1 . Une primitive de Y estln |u|. Donc une primitive de z +— T est
€T u

:L’ —_—
x+ —In|1 —z|. Surl'intervalle [-1; 0],1 — 2z > 0,donc |1 —z| =1 — z.

= —0— (~1n(2)) = In(2)

J =1n(2)|

1—=
donc|l—z|=—-(1—2)=x— 1

3
1 o A N "
c) K = / dz On utilise la méme primitive  — —In |1 — z|. Sur l'intervalle [2; 3], 1 —z < 0,
2

K =—-1In(2)|

¢l . 1 , .1
d) L= / #dw La fonction z +— % peut s'écrire o In(z). Elle est de la forme /() x u(z)*
1
n+1

avec u(z) = In(x), donc «/(z) = —. Une primitive de v'u™ est u+ T Icin = 1. Donc une primitive
X n

In(z)

2
dexH—estzHM.
x 2
(lnx)Q]e
L= [
2 1
_ (Ilne)? (I 1)2
2 2
12 02
2 2
:%_ozl
L1l
2
Exercice 4

1
Calculer Z = / z%e~*dz & 'aide de deux intégrations par parties.
0
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Pour une intégration par parties, on utilise la formule/ u(z)v (x)dz = [u(z)v(z)]’ - / o (z)v(x)dz.

Premiére intégration par parties : On pose: u(z) = 22 = u/(z) =2z v'(2) = e = v(z) = —€7*
Les fonctions u, v, v/, v' sont continues sur [0; 1].

1
—/ (2z)(—e *)dx
0
1
= [—x2e_‘”]é—/ —2zxe Tdx
0
1
= (—126_1) — (—0260) + 2/ ze Tdx
0

1
=10+ 2/ ze Tdx
0

1 1
=——4 2/ xe Tdx
€ 0

1
Deuxieme intégration par parties : Soit 7 = / ze Fdx. On pose :ui(z) = ¢ = uj(x) =1
0

vi(x) = e = wvi(x) = —e " Les fonctions uy, vy, uf, v} sont continues sur [0; 1].

Conclusion : On remplace la valeur de 7 dans I'expressionde 7 :

1
I=——+2J
(&

! 5
Donc / 22 Fdr =2 — 2|,
0
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