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Etudes de fonctions : Convexité et Continuité - Evaluation 2 - Corrigé

Exercice 1 : Etude de fonction exponentielle

Partie A
1. Signe de P(x) : P(x) = 22 + 42 + 2. C'est un trindbme du second degré.

A=42_4x1x2=16—8=8>0.

. —4 —+/8
Les racines sont z; = 2\[ =_—2—V2etzy=-2++2.

Le polyndme est du signe de a = 1 (positif) a I'extérieur des racines.

T —00 242 242 +00

P(z) + 0 - 0 +

2. Soit g(x) = we*(x +2) — 2 = (2% + 2x)e” — 2.
(a) Limitesdeg:

* En+oo: lim (224 2z) = +ooet lim e = +oo.
T—+00 T——+00

Par produit et somme :| lim g(x) = 4o0|.

T——+00

» En —o0o: On développe g(r) = 2% +2ze® — 2. On sait que par croissances comparées
lim 2" =0.Donc lim 2%e® =0et lim 2wxe® = 0.Ainsi,| lim g(z) = —-2|
T—r—00

r—r—00 r—r—00 T—>—00
Interprétation graphique : La droite d'équation y = —2 est asymptote horizontale a €, au
voisinage de —oc.

(b) Dérivée ¢'(z) : g est dérivable sur R comme composée et produit de fonctions dérivables.

g(z) = (2242x)e*—2.0npose u(r) = 22 +2z etv(z) = €%. ¢'(z) = (22+2)e”+ (2% +22)e® =
(22 + dx + 2)e”.

On reconnait P(z), dou:|¢'(z) = P(z)e” |

Comme pour tout z € R, e* > 0, ¢’(x) est du méme signe que P(z).
(c) Tableau de variations de g : Les racines de ¢’ sont celles de P.

On calcule les valeurs approchées des extremums pour vérifier la cohérence :
r1 ~ —3,41 et x5 =~ —0, 59.

g(x1) ~ —2,16 (maximum local) et g(z2) ~ —2,47 (minimum local).

x —00 —2-2 —242 +00
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Note : Le maximum local g(—2 — +/2) est strictement inférieur a 0 (environ —2, 16).
(d) Existence de o :
* Sur]—oo; —2++/2],le maximum de la fonction est g(—2—+/2) ~ —2, 16 < 0. L'équation
g(z) = 0 n'a pas de solution.
* Sur[—2++/2; +00], g est continue et strictement croissante. g(—2++/2) et IEIJTFIOO g(z) =
+00. D'apres le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un unique
réel « tel que g(a) = 0.

A la calculatrice, on trouve : \ 0,556 < a < 0,558 \

(e) Signe de g: g est négative sur| — oo ; af et positive sur Ja; +o0].
Partie B
1. Limites de f: f(z) = 2%¢% — 22 = z(ve® — 2).

* En+00: lim z2e® = +ccet lim —2x = —oo. Forme indéterminée.
Tr—+00 Tr—400

Factorisons par e (croissance comparée) ou simplement par le terme dominant.

f(z) = 2%e*(1 — -%). Comme lim -2 = 0,ona| lim f(z) = +oo|

re®

T—+00
* En—co: Egl x?e® = 0 (croissance comparée) et EIEl —2x = +o0.Donc Er_n f(z) =400
2
2. (a) Expressionde f(a):Onsaitque g(a) =0 <= (a?+2a)e® —2=0 <= e* = a1
ol
En remplagant dans f(a) = a?e®* — 2a:
2 2a
2
fla) =« Xa(a+2) a=_——" 2

0-n(ct3) = (5557)

s = (52)

(b) Encadrement : Avec o ~ 0,557, on utilise I'expression précédente pour obtenir un encadre-
ment précis :‘ —0,68 < f(a) < —0,67 ‘

I
[\
S
N
o| L
+ 1
Nl
N———

3. Dérivéede f : f'(x) = 2xe® + x%e® — 2 = (2% + 22)e® — 2. On remarque que | f/(z) = g(z) |

4. Tableau de variations de f : Le signe de f’ est celui de ¢ (étudié en Partie A, question 2e).

T —00 a +00
f(z) - 0 +
+00 00
#(x) T~
fla)

5. Asymptote oblique : Etudions la limite de la différence d(z) = f(x) — (—2z) en —cc.

Terminale - Spécialité Mathématiques




X
malilee.ac

Etudes de fonctions : Convexité et Continuité - Evaluation 2 - Corrigé

d(z) = x%e® — 2z + 2x = x%e®. On sait que lim z%e” = 0.

T——00
Donc la droite & d’équation y = —2z est asymptote oblique a €y en —oc.

6. Convexité : On étudie le signe de la dérivée seconde f”(z). Or f'(x) = g(z), donc f"(z) = ¢'(x).
D'aprés la partie A, ¢'(x) = P(x)e®. Le signe de f” est celui de P(z) (positif a I'extérieur des
racines).

« Sur]—oo; —2 — V2] U[-2+V/2; +o0], f est convexe.
* Sur[-2 —V2; —2+ /2], f est concave.

Les points d'inflexion sont les points ou f” s'annule et change de signe, soit pour z = —2 — /2
etz =-2++2.

7. Tracé : (Non représenté ici, mais a faire sur la copie avec I'asymptote et les extrema).

Exercice 2 : QCM

1. Réponse A. f(z) =1+ (z — 5)e”?2.

fl(x) =1-€%2% 4 (z —5) x 0,202 = 02%(1 40,22 — 1) = 0, 222,

1 5
I (@) = 0,202 40,22 x 0,202 = 0,262 (1 +0,20) = =02 (1 + %) = %e‘m

2. Réponse D. Les variations de f’ dépendent du signe de f”(z). f”(x) est du signe de = + 5.

Donc f’ est décroissante sur [—10; —5] et croissante sur [—5; 10].

Lintervalle [—5; 5] est inclus dans l'intervalle de croissance.

3. Réponse D. La convexité de f dépend du signede f”(x). f"(z) > 0 <= x > —5. f est convexe
sur [—5; 10]. Lintervalle [-5; 5] y est inclus.

4. Réponse A et D. Sur [0; 5], la fonction est convexe (car 0 > —5). Par définition de la convexité :

+ La courbe est au-dessus de ses tangentes (Réponse A).

+ La courbe est en dessous de ses cordes (Réponse D).

5. Réponse D. Un point d'inflexion correspond a un changement de signe de la dérivée seconde.
f"(z) s'annule et change de signe en x = —5.

Exercice 3 : Fonction rationnelle

Partie A

1. Variations de g : g(z) = 23 — 32 — 4. ¢/(x) = 32> — 3 = 3(x — 1)(z + 1). Racines de la dérivée :
—1 et 1. Signe de a = 3 (positif) a I'extérieur. g(—1) = —14+3—-4=-2.9(1) =1—-3 -4 = —6.
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T —00 -1 1 +00
J'(x) + 0 — 0 +
-2 +o0
—00 —6

2. Théoreme des valeurs intermédiaires : Sur | — co; 1], le maximum est —2, donc g(z) < 0. Pas
de solution.

Sur [1; +o0], g est continue et strictement croissante. g(1) = —6 et la limite est +oc.
0 € [-6; +oo], donc il existe un unique « tel que g(«) = 0.
Vérification sur l'intervalle donné : g(2,1) = 2,13 — 3(2,1) —4 = 9,261 — 6,3 —4 = —1,039 < 0.
9(2,2) = 2,23 —3(2,2) —4 =10,648 — 6,6 — 4 = 0,048 > 0.
Donc a €]2,1; 2,2].
3. Valeur approchée : A la calculatrice, [a ~ 2,20 |
4. Signe de g : g est négative sur | — oo ; o] et positive sur Ja; +o0l.
Partie B
3 + 222

1. Limitesde f: f(z) = PR
3

* En £oo: Termesde plus haut degre:hmﬁ =limz.Donc| lim f(z)=—oco|et| lim f(z)=+oc0|

T——00 T—>+00

« En1:23 +22%2 — 3. 22 — 1 — 0. Signe de 22 — 1 : négatif entre -1 et 1, positif a I'extérieur.

xlinlni f(z) = Oi— = —00. thﬁ f(z) = 0% = +00.
1 1
. 1...3 2 . . .
En —1:2°+22° — 1. i himl_ f(z) = oF = +00. xh{nﬁ f(z) = o= =~

(322 + 4x)(2? — 1) — (2 + 222)(22)

2. Dérivée: f'(z) = (z2 — 1)
2 —

Numérateur : 3z* — 322 +423 — 4z — (22* +

4x3) =% — 312 — 4 = x(x?’ — 32 — 4) = 2g(z). Donc f’(x) _ (;;g% '

3. Tableau de variations : Le signe de f’ dépend du signe de = et de g(x).

« z change de signe en 0.

* g(z) change de signe en « (env. 2,2).
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T —00 —1 0 1 « +oo
x - - 0+ + +
g(x) — — - — 0 +
(@) + + 0 - - 0+
+00 0 +0o0 +00
f(a) e RN NS
—00 —00 —00 f(a)

. . 2 2)(z% -1 2 ad—z+222-2 2
4. (a) Formedecomposee:ac+2+er _ e+ )tz e trees
x

5 , 21 2 —1 22 —1
z° + 2x
22 1 :f(ZL')
e - r+2 . x+2 . x
(b) Asymptoteobllque.f(x)—(:1:+2)_x2_1.x£g100x2_1_hmP_O.

Donc la droite y = x + 2 est asymptote oblique en +oc.
(c) Position relative :

S . e s 2
On étudie le signe de la différence d(z) = f(z) — (x +2) = x2+ I
x J—
* x + 2 s'annule en —2.
- 22— 1sannuleen —1et1.
z —00 -2 -1 1 +00
Signe de = + 2 - 0 + + +
Signe de 2% — 1 + + 0 — 0 +
Signe de d(z) - 0 + — +

Conclusion :
* Sur]—oo; —2[etsur]—1; 1], la différence est négative : ¢ est en dessous de I'asymp-
tote.
* Sur] —2; —1[etsur]l; +oof, la différence est positive : ¢ est au-dessus de I'asymp-
tote.
+ La courbe coupe I'asymptote au point d'abscisse = = —2.

Exercice 4 : Continuité en 0

Pour qu’une fonction soit continue en 0, il faut que lirr(l) f(z) = f(0).
T—
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1. f(0)=0.

Limite a gauche (z < 0): lim (22 +1) = 1.

z—0~

Comme 1 # f(0), la fonction n'est pas continue en 0.
2. g(0) = 0. (Définie pour = > 0).

Pour z > 0, g(z) = % =Vz. lim /z =0=g(0).

z—0t

La fonction est continue en 0 (continuité a droite).

3. h(0) = 1.
Pour z > 0, h(z) = Y —1.Donc lim h(z) = 1.
x z—07F
Pourz < 0, h(z) = ~¥ — _1.Dponc lim h(z) = —1.
X z—0~

Les limites gauche et droite sont différentes, la fonction n'est pas continue en 0.
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