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Exercice 1: Limite de la fonction exponentielle (R.0.C.)

Objectif : Démontrer que lim e* = +o0.

T—r+00
Soit la fonction g définie sur [0; +oo[ par g(z) = e* — z. La fonction g est dérivable sur [0; +oo] et
g (x)=¢€e"—1.

Or, pour tout 2 > 0, on sait que la fonction exponentielle est croissante et que ¢’ = 1, donc e > 1.
Par conséquent, ¢’(x) > 0 pour tout = > 0.

La fonction g est donc croissante sur [0 ; +-oco[. Comme g(0) = € — 0 = 1, on en déduit que pour tout
x>0,g(x) > 1.

Ainsi :
ef—xr>1 <= >z +1
En particulier, pour tout z > 0, €* > x.

Comme lim =z = +oo, d'aprés le théoréme de comparaison, on a:

r—r-+00

lim e* = +o0
Tr——+00

Exercice 2 : Limites et Asymptotes

-5z + 20

1. Etude des asymptotes de f(z) = "9z + 10

sur |5;4o00[ :

+ Limite en 5 (bornes ouvertes) :

lim (=52 + 20) = —25 + 20 = —5. lim (—2z + 10) = 0.
x—5 z—5
Signe du dénominateur : Sur]5;+oco,0naz > 5 <= —2z < —10 <= —2zx+10<0.Le
dénominateur tend vers 0 par valeurs négatives (07).
. -5
Par quotient : lim f(z) = — = +oc.
z—5 -

0
r>5

On en déduit que la droite d'équation est asymptote verticale a C.

» Limiteen +o00:

f est une fonction rationnelle. En l'infini, sa limite est celle du quotient des termes de plus

haut degré :
. . -5 —5 5
Jm @)= tm =5 =5=25

On en déduit que la droite d’équation est asymptote horizontale a C en +oc.

2. Limitede 22 + 2z cosx + 1 en 00 :

On sait que pour tout réel x, —1 < cosz < 1. Pour > 0, on multiplie par 2z (positif) :

—2x < 2xcosx < 2x
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On ajoute 2 4 1:
2?22 +1<a2?+2xcosr+1<a? + 2z +1
orz? -2z +1=(x—1)>2
On a donc l'inégalité : f(z) > (z — 1)2. Comme lim (z — 1)? = +o0, d'aprés le théoréme de

T—r+00

comparaison :

lim (22 +2zcosz + 1) = 400

T—r+00
.. T+ 2sinx
3. Limitede ———— en +c:
X
L. 2 si 2 si
Pourm#o,onecrlt:wzwr e
X X

On utilise le théoreme des gendarmes. Pour tout x > 0:

. 2 2sinx 2
—1<sinz<1l = —=< < -
T X X
Or lim —2—0et lim =0 Donc lim —S2% _
z—+oo I T—+00 I T—=+oo I
Par somme :
. T+ 2sinx
hm —_— =
Tr—400 €T
Exercice 3 : Dérivée seconde
Soit f(z) = S définiesur R\ {—1}
Cr+1 ’
Calcul de la dérivée premiére ' : Onpose u(z) =3 —zetv(z) =z +1.0nav/(z) = —1letd/'(z) = 1.

u'(z)v(x) — u(x)v'(z) 1z +1) - B —x)(1)

(v(2))? (x+1)?
oy —x—1-34+x  —4
P =—— Ty ~wrie

Calcul de la dérivée seconde f” : On peut réécrire f'(z) = —4(z + 1)72.

f'(2) = =4 x (=2)(z+ 1) T x (x+1)

') =8(x+1)3x1=
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Exercice 4 : Fonction exponentielle

Soit f définie sur] — oo; 1[ par f(x) = (—z + 1)e =T

1. Limiteen —oo : Onpose X = —z + 1. Quand z — —oo, alors X — +oc.

On a f(x) = XeX. Or, par propriété de I'exponentielle, lim X = +ooet lim e~ = +oo. Par
X—+4o00 X—+o0

produit :

lim f(x)=+o0

T—r—00

2. Limite en 1 : D'aprés I'énoncé, on utilise I'écriture f(z) = Simplifions le dénominateur :

rx—1 -
—xr+1
ex—l
—(z—1)
, Gh
Quand xz — 1 avec z < 1, posons h = x — 1. Alors h — 0 et h < 0. Le dénominateur est 5 On

h

h
f(x)=(—z+1)e . Quandz — 1:

. . (& C e . . . ) . ..
sait que %m% = 1. Mais ici, il est plus simple de voir directement dans l'expression initiale :
_>

*—zr+1—-0
|

Par produit :

lim f(z) =0

rz—1

3. Calcul de la dérivée : f est de la forme u x v avec u(z) = —z + 1 etv(z) = e =T,

u'(z) =—letd(z) = (—2x+1)e Tl = —e72+L,

fl(@) = v/ (@)v(@) + u(z)v'(z)
=—1-e " p(—z 1) (—e "
=e "M [—1 - (—z+1)]
I e e |

= (z —2)e*M!

On obtient bien: | f/(z) = (z — 2)e *T!

4. Tableau de variation :

Sur] — oo ; 1], on étudie le signe de f’(z). Comme I'exponentielle e~**! est toujours strictement
positive, le signe de f/(z) est celui de (z — 2).

Or, on travaille sur l'intervalle | — oo ; 1[. Pour tout z < 1,onax — 2 < —1, donc z — 2 est négatif.

Conclusion : f'(z) < 0 sur tout l'intervalle de définition.
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T —00 1

Signe de f'(x) -
Variations
de f

Exercice 5 : QCM (Justifications)

1. Vrai f(x) = 23(—x + 1)%. f est dérivable comme produit de fonctions polynémes.
fl(@) =322(—x +1)2 + 23 x 2(—2x + 1) x (1) = 2?[3(—x + 1)? — 2z(—z + 1)].
On remarque que f/(0) = 02 x [...] = 0.

Le nombre dérivé en 0 est nul, donc la tangente est horizontale.

2. Vrai g(x) = z+/z + 3. Formule (uwv)" = v'v + w'.

1
u=x,u =lv=vVr+3v=—w—.
2z +3

1 2 +3)+=x 3z +6 3(z +2)
9(x) Ve Y oVzt3  2vz+3 2va+i3 2/zi3

3. Vrai k(z) = h(2z + 3). C'est une composée h(u(x)). La dérivée est u/(z) x h'(u(x)).
1 1
———Donc /(2 =
X211 Cr+3) = o
y 1 B 2 B 2 B 1
402 + 1224+ 9+1 422+ 122+10 2(222+6x+5) 222 +6x+5

K(z) =2 x W (2x+3). Or b/(X) =

K(x)=2

4. Faux v(z) = (623 + 1)8. Formule (u")" = nu/u™"1.
n=38 u(r)=6z3+1 = /()= 1822
v'(2) = 8 x (1822) x (622 4+ 1)7 = 14422(62> + 1)7.

La proposition indiquait 2422 (622 + 1)7, ce qui est incorrect.
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