N

.alilee ac Récurrence et Suites — Corrigé
Exercice 1
. 54 13-4 .
Montrer par récurrence que z, = +T Sizg=6etz,41 =42, — 5.
Initialisation. Pourn =0 :
5+13-4% 18
T3 T3 0=
Hérédité. Supposons qu’au rang k,
54 13- 4F
o —
F 3
Alors
e 54 5413 4" e 20+52-4F 15 5452-4F 5413441
LT e 3 B 3 3 3 3 '
La propriété est vraie au rang k + 1. Par récurrence,
5413 - 4"
Zp = ——— |
" 3
Exercice 2
On veut prouver, pourn > 1,
T — - (3k+1)? = n(6n® + 15n + 1)
k=1 2
Initialisation. Pourn = 1:
1 1 11 2
Ti=(3-1+1)? =4% =16, (6—’_—5—’_):3_:16_

2 2
Hérédité. Supposons qu'aurang k& > 1:

k(62 + 15k + 11)
Ty, = : .

Alors
Tey1 =T+ (3(k+ 1)+ 1)% = Tj, + (3k + 4)?

k(6k% + 15k + 11

_ M +2 ha )+(9k2+24k+16)
k(6k* 4+ 15k + 11) + 2(9k? + 24k + 16)

2

 6k® + 15k? + 11k + 18k? + 48k + 32

B 2

_ 6k® + 33k% + 59k + 32

— 5 ,
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Or

(k+1)(6(k+1)* +15(k+1) +11)  (k+1)(6k> + 27k +32) _ 6k% + 33k% + 59k + 32

2 2 2

Donc la formule est vraie au rang k + 1. Par récurrence,

6n% + 15n + 11)

n
T, = ( 5

Exercice 3

, 3 5 .
Prouver par récurrence que w,, = 5”2 + 5” +3siwy =3 etwp41 =wy, +3In+4.

Initialisation.n:O:wO:3etg-02+g-0+3=3.

Hérédité. Supposons w;, = ng + gk + 3. Alors

Wk+1ZWk+3]€+4

:<§k2+§k+3>+3k+4
2 2

3., 11

_2k + 2k+7

3
:§(k+1)2+ (k41)+3.

Do Ot

Par récurrence,

wn:gn2+gn+3.

Exercice 4

Montrer —2 < u,, < —0,5Siup = —v3 €t up41 = tu, — 1.
Initialisation. —2 < —/3 ~ —1,732 < —0.5.
Héreédité. La fonction f(x) = %w — 1 est croissante. Or

f(_2) =—14, f(_075) =—11,

donc f([—2,—0,5]) = [-1,4, —1,1] C [-2,—0,5]. Ainsi, si —2 < u < —0,5 alors —2 < uy41 < —0,5. Par
récurrence,

\ —2 < u, < —0,5 pour tout n € N.
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Exercice 5
Soit (v,) définie parv; = 1 et v,y = _ U pourn > 1.
v2 +1
1) Calcul de v, et vs.
v 1 1 v 5 1N2 1

— 1 f— [e— = == — .
vz—\/v%+1 Jirl 2 NEES \/%Jrl V32 V3

1 1
V= —=, U3=—F2=
2 \/5 3 \/§
. 1 1 1 .
2) Conjecture. On observe v; = —, v9 = —, v3 = —. On conjecture :
1 2 V3
1
Vp = % pour toutn > 1.
3) Démonstration par récurrence. Initialisation :aurangn =1,v; = 1 = it
Ct gy , 1
Hérédité : supposons qu'aurang k > 1, vy = —. Alors
Vk
vr 11 1 vk 1

'Uk = prg P - . — .
T i VE e VE VRERL VR

La propriété est vraie au rang k + 1. Par récurrence,

1
v, = —= pour toutn > 1.

vn
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