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Exercice 1: Calculs d’'intégrales et moyenne (2 points)
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1. On caIcuIeI:/ ——dz.
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On ajuste la constante :

e _1
ou plus généralement v'u~2. Posons u(z) = 3z + 1, alors v/(z) = 3.

On reconnait la forme

I—/llx 3 dx
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/

Une primitive de Y est 2/u. Donc :
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2. La valeur moyenne 1 d’'une fonction f sur [a; b] est donnée par p = P f; f(z)dz. Ici,a =0
—a

™ ™
etb=—,doncb—a=—.
2 =5

Or sin (%T) = —1etsin(0) = 0.
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Exercice 2 : Suites d'intégrales (8 points)

1. (a) Par linéarité de l'intégrale :

1 0 1 —T 1 —X
e e l+e
I I = d dx = d
oth /0 1+e® x+/0 1+e® v /0 14+e® v

Lintégrande se simplifieen 1:

1
10+11:/ ldz=[z]f=1-0=1
0
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(b) Calculons I; = / e dz. Posons u(z) = 1+ e~*. Alors u/(z) = —e~*. On remarque
0
/
que l'intégrande est de la forme ¢ (x).
u(zx)

(Car1+e~* > 0sur [0;1]).

L =—(In(1+ e!) —In(1 + 60)) = —In(1+e )+ 1n(2)

2
— -1y _
L =In(2) —In(l+e )—ln<1+e_1)

On en déduit I, grace a la question précédente :

Iy=1-I=|1-1n(2) +In(1 +e )

—nx

2. Pourtoutn € Nettoutz € [0; 1],e™™* > 0etl+ e * > 0. La fonction z — est donc

continue et positive sur [0; 1]. Comme les bornes sont dans l'ordre croissant (0 < 1), l'intégrale
d’une fonction positive est positive.

\VneN, I,>0]

3. (a) Soitn € N*. Par linéarité :

1 —(n+l)z —nx
e +e
1, I, = d
nbl /0 Ttew

On factorise le numérateur par e="* ;
—(n+1)x —-nr _ _—nx —z —nx _ _—nx/, —x
e +e M= xe " t+e M xl=e"(e"+1)

Lintégrale devient :

1 —nx —x 1
e (1+e ") _
Iy + 1, =/—dx=/emdx
n+1 n 0 1+e= 0

—nx

Une primitive de e "* est S

—nNn
ene]! 1 1
Iy + 1, = [ - ]O = ey = ey
1—e™™"
In+l+l -
n

(b) Nous savons que I,,.1 > 0 (d'apres la question 2). Donc I,, < I, + I,,+1. En utilisant I'égalité
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démontrée ci-dessus :

1—e™

n

I, <

4. Pour tout n € N*, on a I'encadrement suivant (questions 2 et 3b) :

1—e™™

n

0<I,<

Calculons la limite du terme de droite lorsquen — +o00: lim e ™™ =0,donc lim (1—e™) =1.
. n—-+o0 n——+o0
Comme lim n = +oo, par quotient :

n—-+o0o

. 1—e™™
lim
n—-+oo n

=0

D’'apres le théoréme des gendarmes, on en conclut que :

lim I, =0

n—+oo

Exercice 3 : Etude de fonction et calcul d’aire (10 points)

1. Etude de la fonction f.
(a) Intersection avec I'axe des ordonnées (v = 0) :
f(0) = (0+2)e’ =2 x 1 =2. Lepoint est A(0; 2).
Intersection avec I'axe des abscisses (f(z) = 0) :
(x +2)e”® =0.Comme e * # O pourtoutréel,onaz +2=0 < x = —2.
Le point est B(—2; 0).
(b) Limites :

* En —o0o: lim (z+2)=—-occet lim e ®= lim eX = +4o0.
T——00 T——00 X —+4o00

Par produit,| lim f(z) = —o0]|.

T—r—00

2

ev’

* En+oo: f(z) =ze™ + 27" = e%—i—

T

. , . e . s
Par croissances comparées, lim — =400 = lim — =0.
r—+0o I r—+o00 el

2
Deplus lim — =0.

z——+oo et

Par somme, zgr}rloof(a:) =0/

Asymptote : La courbe C admet une asymptote horizontale d'équation y = 0 au voisinage
de +o0.

(c) Variations : f est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables. f = u x v avec
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u(z)=x+2etv(x) =e". v (x) =1etv(z) = —€e 7.
f@)=1xe "+ @+2)x (e =e"1-(x+2) =€ *(—2x—1)

Commee~? > O pourtoutréel, le signede f'(x) estceluide —z—1. —2—-1 >0 <= =z < —1.

z —00 -1 +00
f'(=) + 0 -
— 00 0

Maximum : f(—1) = (-1 +2)e~ D = 1e! =e.
2. Calcul d’'une valeur approchée.

(a) Valeur numérique: La fonction Python calcule la somme des aires des rectangles "a gauche".
Largeur = } = 0,25. Hauteurs : f(0), f(0,25), £(0,5), f(0,75).

S~ 0,25 x [f(0)+ £(0,25) + f(0,5) + f(0,75)]

Calculons les images : f(0) = 2 f(0,25) = 2, 25¢=%2° ~ 1,7523 £(0,5) = 2,5¢" %% ~ 1,5163
£(0,75) = 2,75¢=%7 ~ 1, 3003 Somme = 6, 5689. S ~ 0,25 x 6, 5689 ~ 1,642.

’ Valeur renvoyée ~ 1, 642 ‘

(b) Modification du code Python : Onremplace le nombre fixe d’itérations (4) par N et lalargeur
1 1 N
1 par N La fonction prendra N en paramétre.

def valapp(N)
S=0
for i in range (0, N) :
S =28+ (1/N) * £(i/N)

return S

1
3. Calcul de la valeur exacte (Intégration par parties). On cherche A = / (x+2)e”*dz. Posons :
0

Les fonctions u et v sont dérivables de dérivées continues sur [0; 1]. D’apres la formule d'inté-
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1
A=-3¢" +2+/ e " da
0
Onsaitque [) e %dz = [~e*]} = —e ! — (=1) =1 — ¢ L.

A=-3e1+24+(1—-e)

A=3_get =31
e

: 4
L'aire exacte est|3 — — u.a.
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