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Exercice 1 6 points

1) a. On étudie le signe de u,, 11 — u,. Pour tout entier naturel n :

4uy, Qg — up (wp +4)  duy, — uZ — duy, —u?
Un+1 — Un = Up = = =

Tu, 4 U, +4 Up + 4 w4

Comme u,, > 0,0nau, +4 > 0et—u2 < 0,donc u, 1 — u, < 0.

La suite (u,) est donc (strictement).
4 2

Vérification: ug = 1, u; = I

b. Lasuite (u,,) est décroissante et minorée par 0 (car u,, > 0 pour tout ). D'aprés le théoreme

de convergence monotone, la suite (u,) est|convergente |

(Sa limite ¢ vérifie £ > 0; elle est calculée a la question 4.)

2) a. Pour tout entier naturel n (avec u, 1 > 0):

4 4 4 4
RV e S B
Up41 du,, Up, Un,

Un+1 =

. . - . . 4 4
La suite (v,) est donc arithmétique, de raison et de premier terme vy = — = -, soit
uo
W)

b. Pour tout entier naturel n, v,, = vy + nr, donc
[0, =1+

. 4 4
3) Pour tout entier naturel n, v,, = —, donc u,, = — (avec v, =n +4 #0) :

n Un

4
n+4|

Up =

- . 4 4 4 2 .
Vérification : ug = 1= 1Lu = Suz=g =3 : on retrouve les valeurs de la question 1.

4) Ona ngrfoo(n + 4) = 400, donc, par quotient, ngrfoo ]

lim wu, =0]|
n—-+o0o

C’est cohérent avec la question 1: une limite positive ou nulle.
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Exercice 2 6 points

1) a. Onpose
v(r) =222~z -1 et u(z)= .

Alors u(v(z)) = V222 — 2 — 1= f(z),donc f =uow.

v est une fonction polynéme, définie sur ; la fonction racine carrée u est définie sur

[0 400 |

b. f(z) existe si et seulement si v(x) appartient a 'ensemble de définition de v, c'est-a-dire si
et seulement si 222 —z — 1 > 0.

Discriminant: A = (—1)2 —4 x 2 x (—1) = 1 + 8 = 9 > 0, donc deux racines :

1-3 1 1+3
T —m — —= —— XrTo = ——— = 1.
! 4 2 2 4

Le coefficient a = 2 est positif : le trindme est positif a I'extérieur des racines.

T —00 —% 1 +0o0

22— —1 + 0 - 0 +

Ainsi 22 — 2 — 1 > 0 si et seulement si 2 € |—o0; —3] U [1; +oo[ : C'est I'ensemble de
définition de f. Les bornes —% et 1 sont incluses, car v/0 = 0 existe.

2) On écritg = p x g avec, pourz # 0 :

p(x) = %7 p(z) = —é et q(x) = (:U2 — 1)5, ¢ () = 10x (:U2 — 1)4

(dérivée de w® : 5uw'w* avec w(z) = z* —1,donc ¢/(z) = 5 x 2z x (2% — 1)4). Alors ¢’ = p'q+pq':

1 5 1 4
g'(x)z—;(mz—l) +5><10x(:v2—1)
m2—15
Z—(m—2)+10(1’2—1)
x?—1
2

4

_ (2 1\4 _
=(2"-1) [10 -
2 .2

Pour tout x € R* :

(m2 — 1)4 (9272 + 1) '

g'(x) =

Vérificationenz = 1:¢/(1) = 0, et g(z) = 1(z — 1)°(z + 1) a bien une tangente horizontale en
1 (racine d'ordre 5).
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Exercice 3 8 points

n—-+o0o

4 4\"
1) Ona 3 > 1,donc lim (3) = +00.

Pour tout n € N, 0 < cos?(n) < 1, donc — cos?(n) > —1 et

A\ "

4\" i
Or lim [() — 1] = +o0. Par comparaison, lim wu, = 4oc.
o 3 n—-+00

Laffirmation 1 est .

/
2) On dérive f'(x) = (222 +1)¢*’~! comme un produit : (22% 4+ 1)’ = 4z et (er—l) = 2zev" L,

Pour tout réel z : , )
f"(z) =4ze® 1+ (23:2 +1) x 2ze” -1

— o1 (4:U + 423 + 233)
— o1 (4:53 + 6:5)
=2 (2:1c2 +3) e L,

Sur [0; +oo[ : 22 > 0, 22% + 3 > 0 (somme d’un carré et d’'un nombre positif) et e*”~! > 0. Donc
f"(z) = 0sur[0; oo (nul seulement en 0).

/ est donc convexe sur [0; +oof : I'affirmation 2 est | vraie .

3) Onlit surla courbe (C) les variations de ¢’ :

T -2 -1 1 2,5

5 5
variations
de ¢ \ , / \

Une fonction est concave sur un intervalle si et seulement si sa dérivée y est décroissante (ou
si g <0).

Or ¢’ est croissante sur [—1; 1] : sur cetintervalle, g” > 0 et g est convexe. Par exemple ¢'(—1) =
1 < ¢/(1) = 5. g n'est donc pas concave sur [—2; 2,1] : elle est concave sur [-2; —1], convexe
sur [—1; 1], puis concave sur [1; 2,5] (points d'inflexion d’abscisses —1 et 1).

Laffirmation 3 est .

Remarque : le point F'indique que ¢'(z) > 0sur[—2; 2,1], ce quirenseigne sur le sens de variation
de g (croissante sur cet intervalle), pas sur sa convexité.

5
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